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4 Polynôme des motifs d'erreur corrigibles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
4.1 L'algorithme �el�ementaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127



TABLE DES MATI�ERES 5

4.2 L'algorithme de Reddy-Robinson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
4.3 Simulation { capacit�e de correction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

5 R�esultats des simulations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
5.1 E�acements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
5.2 Erreurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

6 Remarques sur la complexit�e du d�ecodage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
6.1 Algorithme �el�ementaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
6.2 Algorithme de Reddy-Robinson et d�eriv�e . . . . . . . . . . . . . . . . 144

Conclusions et perspectives 147
1 D�ecodage au del�a de la distance minimale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
2 Quels codes produit ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148
3 Codes concat�en�es vs. codes produit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

ANNEXES 150

A R�esolution des �equations de Newton en MAPLE 151
1 Recherche de contradictions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

1.1 Le code B(255; 59) n'admet pas de mots de poids 59 . . . . . . . . . 151
1.2 Le code B(255; 61) n'admet pas de mots de poids 61 . . . . . . . . . 155
1.3 Le code B(511; 123) n'admet pas de mots de poids 123 . . . . . . . . 159

2 Recherche d'idempotents . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160

B Mise en �uvre de l'algorithme d'Euclide �etendu en MAPLE et en C 161
1 Les probl�emes pos�es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

1.1 Les calculs dans les corps �nis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161
1.2 L'algorithmique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162

2 Mise en �uvre en C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
3 Mise en �uvre en MAPLE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

3.1 Les choix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
3.2 Le module \corps-�nis" . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
3.3 Documentation du module corps-�ni en MAPLE . . . . . . . . . . . . 165

C Mise en �uvre du d�ecodage des codes produit 177
1 Description de l'algorithme de Reddy-Robinson it�eratif . . . . . . . . . . . . 177

1.1 Algorithme de Reddy-Robinson �etendu . . . . . . . . . . . . . . . . . 177
1.2 Algorithme de Reddy-Robinson it�eratif . . . . . . . . . . . . . . . . . 179

2 Programme en C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179



Notations

� A[X] l'anneau des polynômes �a une ind�etermin�ee de l'anneau A.

� Fq le corps �ni �a q �el�ements.

� brc, la partie enti�ere par d�efaut d'un entier r.

� Pour p(X) 2 A[X], on note [X i]p(X) le coe�cient de X i dans p(X).

� Pour un ensemble E, on notera jEj son cardinal.

� 1
2
Z d�enote l'ensemble des demi-entiers.

� Pour toutes matrices M et M 0 ayant le même nombre de ligne (M j M 0) repr�esentera
la matrice dont la i-i�eme ligne est constitu�ee de la concat�enation de la i-i�eme ligne de
M et de la i-i�eme ligne de M 0.

� Soit E un ensemble, on note P(E) l'ensemble des parties de E.

� On notera A + B la somme de deux espaces vectoriels A et B, i.e. l'espace vectoriel
engendr�e par A [ B. On dira que la somme est directe si A \ B = f0g et on notera
A� B.



Introduction g�en�erale

1 Historique

Ce travail fait suite �a une �etude men�ee �a bien par le projet CODES de l'INRIA pour la
soci�et�e Alcatel Thomson Faisceaux Herziens (cf. [21]). Il s'agissait de concevoir une con�gu-
ration de codage pour combattre les e�ets d'un brouilleur impulsionnel et d'en �evaluer les
performances. La con�guration propos�ee reposait sur un sch�ema de concat�enation classique
de Forney [36].

Les r�esultats des ces travaux ont mis en �evidence la n�ecessit�e de proc�ed�es de construction
de codes de grande capacit�e de correction �a partir de codes de petite longueur, ceux-ci se
pr�etant mieux aux algorithmes de d�ecodage rapides, ainsi que l'int�erêt de d�evelopper des
outils combinatoires d'analyse de performance de tels codes. Le sujet de cette th�ese s'est
donc impos�e naturellement.

Une grande partie de cette th�ese, �a savoir les chapitres III et IV, a �et�e e�ectu�ee dans le
cadre d'une �etude pour la DRET, en cours, qui traite des codes permettant de lutter contre
de tr�es hauts niveaux de bruit, c'est-�a-dire de 10 �a 30% de taux d'alt�eration (e�acements ou
erreurs).

2 Hypoth�eses

Nous supposerons en g�en�eral pour l'�evaluation des con�gurations de codage que le canal de
transmission est sym�etrique et sans m�emoire. C'est-�a-dire que les erreurs seront ind�ependan-
tes, et chaque symbole transmis aura la même probabilit�e d'être transform�e en chacun des
autres.

Cette hypoth�ese est forte, et est inadapt�ee au cas du brouilleur impulsionnel par exemple.
Nous supposerons donc que, si besoin est, les mots de codes ont �et�e entrelac�es dans une table
su�samment grande, de fa�con �a assurer la validit�e du mod�ele choisi de canal.

3 N�ecessit�e de codes de grande longueur

La conception de codes �a haut pouvoir de correction implique des conditions n�ecessaires sur
les param�etres de ces codes. Tout d'abord, il est clair que le taux de transmission devra être
faible, le th�eor�eme de Shannon ([67, p.22]) nous donne une borne sup�erieure de ce taux pour
un canal donn�e.
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8 INTRODUCTION

Une seconde condition n�ecessaire porte sur la longueur du code, celle-ci doit être grande.
La justi�cation que donne Blahut de ce fait dans l'introduction de [11] est la suivante :

\Whenever a message consist of a large number of bits, it is better in prin-
ciple to use a single block code of large blocklength than to use a succession of
codewords from a shorter block code. The nature of statistical 
uctuations is
such that a random pattern of errors usually exhibits some clustering of errors.
Some segments of the random pattern contain more than the average number
of errors, and some segments contain less. Hence, long codewords are considera-
bly less sensitive to random errors than are shorter codewords of the same rate;
but, of course, the encoder and decoder may be more complex. As an example,
suppose that 1000 information bits are transmitted with a (�ctitious) 2000-bit
binary codeword that can correct 100 bit errors. Compare this with a scheme for
transmitting 100 bits at a time with a 200-bit binary codeword that can correct
10 bit errors per block. Ten such blocks are needed to transmit 1000 bits. This
latter scheme can also correct a total of 100 errors, but only if they are properly
distributed { 10 errors to a 200-bit block. The �rst scheme can correct 100 errors
no matter how they are distributed within the 2000-bit codeword. It is far more
powerful.

This heuristic argument can be given a sound theoretical footing, but that is
not our purpose here. We only wish to make plausible the fact that good codes
are of long blocklength, and that very good codes are of very long blocklength.
Such codes can be very hard to �nd and when found may require complex devices
to implement the encoding and decoding operations."

4 Distance minimale des codes BCH binaires

Nous nous sommes donc int�er�ess�e aux codes de grande longueur. Ceux-ci posent comme le
sugg�ere Blahut le probl�eme de leur complexit�e de d�ecodage. En particulier les codes BCH que
nous �etudions dans le chapitre II ont une complexit�e de d�ecodage relativement importante,
en O(n2) op�erations �el�ementaires pour un code de longueur n, ces op�erations s'e�ectuant
dans un corps �ni de taille O(n) (n + 1 pour un code BCH primitif). La distance minimale
des codes BCH binaire en grande longueur - 255 et au del�a - n'est pas connue dans tous les
cas. Nous nous sommes int�er�ess�e au calcul de cette distance minimale pour les codes BCH
binaires primitifs au sens strict de longueur 255 et 511.

Nous d�eveloppons une m�ethode de recherche de la distance minimale des codes cycliques �a
l'aide des identit�es de Newton. Ces identit�es nous procurent un syst�eme d'�equations qui doit
être v�eri��e par les fonctions sym�etriques �el�ementaires et les fonctions puissances sym�etriques
des localisateurs d'un mot dont on peut �xer le poids. Les codes cycliques pouvant être
d�e�nis par des conditions portant sur les fonctions puissances �el�ementaires de ses mots, ces
conditions sont facile �a int�egrer aux �equations de Newton.

Cela nous permet de donner une condition n�ecessaire et su�sante pour l'existence d'un
mot de poids donn�e dans un code. Cette condition est l'existence de solution �a un syst�eme
d'�equation dont on peut donner l'expression pour un code et un poids donn�e.



5. Outils d'analyse de performance 9

Dans le cas des codes BCH binaires primitifs au sens strict, ce syst�eme prend une
forme su�semment simple pour autoriser une r�esolution �a l'aide du logiciel de calcul formel
MAPLE. Nous avons pu prouver l'absence de solutions de poids �egal �a la distance construite
pour certains codes ; il s'agit, en longueur 255, des codes B(255; 59) et B(255; 61) dont les
distances minimales valent respectivement 61 et 63, et, en longueur 511, du code B(511; 123)
dont la distance minimale vaut 127. Nous avons pu �egalement montrer pour certains codes
de longueur 511 l'existence de solutions de poids �egal �a la distance construite.

5 Outils d'analyse de performance

Outre les codes BCH binaires, nous nous sommes int�eress�e �a deux types de construction
permettant d'obtenir des codes de grande longueur. Ces deux m�ethodes, codes concat�en�es
et codes produit, ont l'avantage de fournir des codes longs dont la complexit�e de d�ecodage
est relativement faible.

Bien que cela ne soit pas parfaitement exact, on peut estimer que ces codes permettent de
multiplier les param�etres de leur codes composants, en ajoutant seulement leur complexit�es
de d�ecodage. Le principal probl�eme qui se pose alors est d'arriver �a �evaluer le plus pr�ecisement
possible les performances de ces codes, a�n de savoir s'il peuvent r�epondre au probl�eme que
nous nous posons, �a savoir corriger des taux d'erreur �elev�es.

Pour �evaluer les performances de ces codes, il nous a fallu d'abord d�e�nir avec pr�ecision
ce qu'�etait un algorithme de d�ecodage ; une application de l'espace ambiant dans le code
et qui conserve le code. La propri�et�e cl�e d'une telle application est sa borne, on dira qu'un
algorithme est born�e par un entier e, s'il corrige toute erreur de poids strictement inf�erieur
�a e

2
, et on dira que cette borne est stricte si l'algorithme ne corrige pas d'erreur de poids

sup�erieur.

En utilisant la combinatoire �enum�erative, nous pouvons d�ecrire compl�etement un algo-
rithme de d�ecodage 
 : Fnq ! C[f1g d'un code C de longueur n sur un alphabet Fq �a l'aide
de trois polynômes

� le polynôme des motifs corrigibles

P0(x) =
X

m2
�1(0)

xwH(m);

� le polynôme des motifs non corrigibles

P1(x) =
X

m2
�1(1)

xwH(m);

� le polynôme des motifs erron�es

P2(x) =
X

m2
�1(Cnf0g)

xwH(m):
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Ces polynômes �etant li�es par la relation

P0(x) + P1(x) + P2(x) = (1 + (q � 1)x)n;

puisqu'ils �enum�erent tous les mots de l'espace.

Pour la correction d'erreur et d'e�acement simultanement, nous introduisons la m�etrique
de Hamming g�en�eralis�ee �H ; le symbole 1 repr�esente un e�acement, et on attribue �a ces
e�acement le poids 1

2
, c'est-�a-dire en longueur 1, on a �H(1; x) = 1

2
pour x 6= 1. De

cette mani�ere nous obtenons une distance et en outre nous traduisons l'id�ee intuitive qu'un
e�acement \coûte" 2 fois moins cher �a corriger qu'une erreur.

De la même mani�ere que pr�ec�edemment, cela nous permet de d�e�nir les polynômes �enu-
m�erateurs des motifs d'erreur et d'e�acement, mais avec des polynômes de Z[x

1
2 ] car la

distance de Hamming g�en�eralis�ee est �a valeur dans les demi-entiers.

En�n nous d�e�nissons la capacit�e de correction d'un code pour un algorithme de d�ecodage
donn�e. Cette grandeur a la même dimension qu'une distance minimale, et sert �a mesurer les
performances d'un algorithme corrigeant au del�a de la distance minimale.

La capacit�e de correction d'un algorithme est le plus grand entier d� tel que les perfor-
mances d'un code hypoth�etique de distance minimale d� poss�edant un algorithme de d�eco-
dage born�e strictement par d� soient inf�erieures �a celle du code mesur�e. Bien entendu une
telle d�e�nition n�ecessite que le canal de transmission, c'est-�a-dire pour nous la probabilit�e
d'erreur par symbole, soit donn�ee.

Dans la suite cette capacit�e de correction pourra être mesur�ee soit �a l'aide d'outils th�eo-
riques, dans le cas des codes concat�en�es, soit �a l'aide de simulations, pour les codes produit.

6 Construction et d�ecodage des codes concat�en�es

L'id�ee des codes concat�en�es date de 1966 avec l'ouvrage de Forney [36]. Il s'agit de remplacer
les symboles d'un code \externe" par des mots d'un code \interne", le cardinal de l'ensemble
des symboles du codes externe devra donc être �egal au cardinal du code interne.

Le d�ecodage \na��f" d'un code concat�en�e consiste �a d�ecoder successivement le code interne
pour obtenir des symboles du code externe, provoquant d'�eventuelles erreurs, puis le code
externe. Il existe un algorithme plus performant, dit de Block-Zyablov, bas�e sur les id�ees
du d�ecodage souple de Forney ; il s'agit de d�ecoder plusieurs fois l'ensemble des mots du
code interne en d�egradant progressivement les performances du code interne. Ceci a pour
e�et d'augmenter le nombre d'echecs du d�ecodage interne (qui correspondent �a des e�ace-
ments pour le code externe), et de diminuer le nombre de d�ecodages internes erron�es (qui
correspondent �a des erreurs pour le code externe). Le r�esultat important, qui garantit le
fonctionnement de cet algorithme, est que pour tout motif d'erreur de poids inf�erieur �a la
moiti�e de la distance minimale du code concat�en�e, il existe un compromis pour le d�ecodage
interne qui fourni un motif d'erreur et d'e�acement corrigible par le code externe.

Nous avons pu en utilisant les outils d'evaluation d�e�nis dans le chapitre I obtenir une
�evaluation des performances de ces deux algorithmes lorsque les algorithmes de d�ecodage des
codes composants sont born�es.
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En�n nous d�e�nissons un troisi�eme algorithme de d�ecodage des codes concat�en�es d'ordre
1, le d�ecodage partiel. Ce d�ecodage sera utile pour d�e�nir celui des codes concat�en�es g�en�era-
lis�es d'abord, puis celui des codes produit. On peut r�esumer son fonctionnement de la fa�con
suivante ; nous disposons pour d�ecoder le code concat�en�e C sur Fq de E et B0 d'un algorithme
de d�ecodage du code externe E , mais pour le code interne nous ne poss�edons d'algorithme
que pour pour un surcode B de B0. Un algorithme de d�ecodage peut n�eanmions être d�e�ni
en utilisant une projection � : B ! B0. Le d�ecodage partiel 	 aura, en outre, la propri�et�e
fondamentale suivante :

8y 2 Fnbneq ; 8v 2 Vne ; 	(y + v) = 	(y);

o�u nb est la longueur de B et de B0, ne est la longueur de E , et V est un suppl�ementaire de
B0 dans B �egal au noyau de �.

La concat�enation d'ordre sup�erieur est une id�ee des russes Block, Zyablov et Zinoviev,
et consiste �a utiliser plusieurs codes externes et plusieurs code internes. Nous donnons dans
ce travail une d�e�nition des codes concat�en�es g�en�eralis�es, dans le cas lin�eaire, comme une
somme directe de codes concat�en�es d'ordre 1.

Cette d�e�nition nous permet de d�e�nir le d�ecodage de ces codes de fa�con r�ecursive ; d�e-
coder un code concat�en�e d'ordre m est �equivalent �a d�ecoder partiellement un code concat�en�e
d'ordre 1, puis �a decoder un code concat�en�e d'ordre m� 1.

7 Les codes produit

Les codes produit ont �et�e introduits par Elias en 1954 sous le nom de codes it�er�es. Ils sont
d�e�nis �a l'aide de deux codes composants sur le même alphabet. Le code produit de C1 et
C2, not�e C1 
 C2, est l'ensemble des matrices dont chaque ligne est un �el�ement de C1, et
chaque colonne est un �el�ement de C2. Contrairement aux codes concat�en�es les deux codes
codes composants ont un rôle sym�etrique, cette propri�et�e sera utilis�ee pour le d�ecodage.

Le premier algorithme de d�ecodage que nous pr�esentons, et que nous appelons algorithme
\�el�ementaire" consiste �a d�ecoder dans l'ordre chaque ligne puis chaque colonne jusqu'�a obte-
nir un mot de code. Cet algorithme �a �et�e simul�e et s'est av�er�e tr�es e�cace pour des produits
de codes de Reed-Solomon sur F16 .

Le second algorithme que nous pr�esentons est l'algorithme de Reddy-Robinson. Pour
introduire cet algorithme, nous montrons tout d'abord qu'un code produit peut s'exprimer
comme somme directe de codes concat�en�es d'ordre 1. Cette somme n'a pas les mêmes propri�e-
t�es que celle d�e�nissant un code concat�en�es g�en�eralis�e, mais permet de d�ecrire le d�ecodage
d'un code produit comme le d�ecodage en parall�ele de codes concat�en�es d'ordre 1 par un
algorithme de d�ecodage partiel.

L'algorithme de Reddy-Robinson a pour principal d�efaut de ne pas tenir compte de la
sym�etrie du code produit, cela nous a amen�e apr�es �etude des r�esultats des simulations �a
concevoir un algorithme plus performant d�e�ni comme une version it�erative de l'algorithme
de Reddy-Robinson.

Nous avons pu obtenir par des simulations des r�esultats int�eressants sur les performances
des codes produit. Les algorithmes d�ecrits plus haut permettent en e�et de corriger des motifs
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d'erreur tr�es au del�a de la distance minimale du code. Par exemple nous avons pu corriger
pour le code RS(15; 7; 9)
 RS(15; 7; 9) plus de 99% des motifs d'erreur de poids 85, alors
que la distance minimale de ce code est de 81, et donc n'autorise le d�ecodage d'erreur avec
certitude que jusqu'au poids d'erreur 40. Pour ce même code nous avons obtenu une capacit�e
de correction d'erreur de 179 pour un taux d'erreur r�esiduel de 10�5 (ce qui correspond �a
un taux d'erreur de 29% pour des symboles de F16) alors que la borne de Singleton valable
pour tout code en bloc donne, pour les même param�etres, une distance minimale inf�erieure
ou �egale 177.

Cela signi�e que pour obtenir un taux d'erreur r�esiduel de 10�5, on ne peut pas trouver
de code en bloc de même longueur, de même dimension et ayant un algorithme de d�ecodage
born�e strictement par sa distance minimale, meilleur que le code RS(15; 7; 9)
RS(15; 7; 9).

En�n nous concluons l'expos�e sur les codes produit en montrant que leur complexit�e de
d�ecodage reste tr�es raisonnable. En e�et pour une même quantit�e d'information transmise,
la complexit�e de d�ecodage est sensiblement la même que celle des codes composants.



Chapitre I

Quelques notions de th�eorie des codes

La section 1 de ce chapitre rappelle les principales notions sur les corps �nis n�ecessaires �a la
d�e�nition des codes cycliques dans la section 2.

La section 3 traite du probl�eme du d�ecodage. On donnera en particulier une d�e�nition
d'un algorithme de d�ecodage comme une application �a valeur dans la r�eunion du code et du
symbole 1 (qui repr�esente un echec), et qui conserve le code. Nous enum�erons ensuite les
propri�et�es que peut avoir un tel algorithme. A l'aide de la distance de Hamming g�en�eralis�ee,
nous pourrons �elargir cette d�e�nition et ces propri�et�es au d�ecodage d'erreur et d'e�acement
simultanement. La section 4 detaille le d�ecodage des codes BCH �a l'aide de l'algorithme
d'Euclide �etendu.

En�n dans la section 5 nous reprenons la notion de polynôme des motifs corrigibles
introduite par Paul Camion dans [21], et nous la g�en�eralisons. Cet outil de combinatoire
�enum�erative permet de d�ecrire avec pr�ecision les performances d'un algorithme de d�ecodage,
et ces polynômes que nous d�ecrivons peuvent être calcul�e dans certain cas particuliers. Nous
d�e�nissons �egalement la capacit�e de correction d'un code pour un algorithme donn�e qui per-
met de mesurer les performances d'un algorithme qui d�ecode au-del�a de la distance minimale
du code.

13
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1 Rappels sur les corps �nis

Nous rappellons dans cette section les notions sur les corps �nis et leurs extensions qui seront
utiles dans ce travail. Les �enonc�es donn�es ici sont largement inspir�es de [63], ouvrage auquel
nous renvoyons le lecteur s'il d�esire les preuves compl�etes des r�esultats expos�es ci-dessous.

1.1 Corps �nis et extensions

D�e�nition I.1 Soit p > 1 un nombre premier. On note Fp le corps �ni �a p �el�ements Z=pZ.

D�e�nition I.2 Soient K un sous-corps du corps K 0 et d la dimension de K 0 en tant que
K-espace vectoriel. On dit que K 0 est une extension de degr�e d de K.

Th�eor�eme I.1 Soit F un corps �ni de cardinal q > 1. Alors

1. q = pm, o�u p est un nombre premier et m un entier positif.

2. F est unique �a isomorphisme pr�es.

Le corps de cardinal q = pm, not�e Fq est une extension de degr�e m du corps premier Fp .

Proposition I.1 Pour tout entier m > 1, Fqm est une extension de degr�e m de Fq .

Th�eor�eme I.2 Le groupe multiplicatif de Fq , not�e F
�
q est cyclique.

D�e�nition I.3 Un g�en�erateur de F�q est appel�e �el�ement primitif de Fq .

Th�eor�eme I.3 Soit f(X) 2 Fq [X] un polynôme irr�eductible de degr�e m. Alors f(X) poss�ede
une racine � dans Fqm . De plus les racines de f(X) sont simples et sont donn�ees par les
�el�ements distincts suivants �; �q; �q

2
; : : : ; �q

m�1
de Fqm qui sont appel�es les conjug�es de �

pour Fq .
Si � est un �el�ement primitif de Fqm , alors ses conjug�es sont aussi des �el�ements primitifs.

On dira alors que f(X) est un polynôme primitif.

Th�eor�eme I.4 Soit Fq un corps �ni, et soient m et m0 deux entiers strictement positifs.

Fqm0 est isomorphe �a un sous-corps de Fqm , m`jm:

De plus Fqm0 est isomorphe �a tout sous-corps f� 2 Fqm j �q
m0

= �g.

Remarque I.1 Si � 2 Fqm est dans le sous-corps Fqm0 de Fqm , alors ses conjug�es seront

�; �q; �q
2
; : : : ; �q

m0�1
et m0jm.
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1.2 Repr�esentation polynomiale d'un corps �ni

Si f(X) 2 Fq [X], on note (f(X)) l'id�eal de Fq [X] engendr�e par f(X).

Proposition I.2 Soient un entier m > 1 et f(X) 2 Fq [X] un polynôme irr�eductible de degr�e
m. Alors l'anneau quotient Fq [X]=(f(X)) est un corps �ni de cardinal qm, isomorphe �a Fqm .

Cette proposition nous fournit une repr�esentation des �el�ements de Fqm par des polynômes
�a coe�cient dans Fq de degr�e au plus m� 1 en une racine � de f(X).

Proposition I.3 Soient un entier m > 1 et f(X) 2 Fq [X] un polynôme irr�eductible primi-
tif de degr�e m. L'ensemble des restes de la division par f(X) des �el�ements de l'ensemble
f1; X;X2; : : : ; Xqm�1g est �egal �a l'anneau quotient Fq [X]=(f(X)).

Dans le cas o�u f(X) est primitif, on a donc une repr�esentation de Fqm par des polynômes de
degr�e au plus m� 1 en une racine � de f(X), et une repr�esentation cyclique de F�qm par les
puissances de �.

D�e�nition I.4 Soit njqm� 1. On appelle racine n-i�eme de l'unit�e sur Fq , un �el�ement de Fqm
dont l'ordre divise n, on appelle racine n-i�eme primitive de l'unit�e sur Fq , un �el�ement d'ordre
n de Fqm , en particulier si n = qm � 1, une racine primitive n-i�eme de l'unit�e sur Fq est un
�el�ement primitif de Fqm .

D�e�nition I.5 Soit njqm�1. Pour tout entier i, 0 � i < n, on d�e�nit la classe cyclotomique
de i modulo n sur Fq comme l'ensemble

cl(i) = fi; qi; q2i; : : : ; qm�1ig mod n:

Le cardinal d'une classe cyclotomique modulo n sur Fq sera un diviseur de m, o�u m est le
plus petit entier tel que njqm� 1. En fait, si � est une racine primitive n-i�eme de l'unit�e sur
Fq , alors la classe cyclotomique de i est l'ensemble des logarithmes en base � des conjug�es de
�i, c'est-�a-dire que si Fqm0 est le plus petit sous-corps de Fqm contenant �i, alors

cl(i) = fi; qi; q2i; : : : ; qm
0�1ig mod n;

l'ensemble des conjug�es de �i �etant

f�i; �qi; �q
2i; : : : ; �q

m0�1ig;

et de plus ces deux ensembles ont pour cardinal m0, qui est un diviseur de m en vertu du
th�eor�eme I.4

D�e�nition I.6 Soit � 2 Fqm . Le polynôme minimal de � dans Fq est le polynôme unitaire
de plus bas degr�e f(X) 2 Fq [X] v�eri�ant f(�) = 0.
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Proposition I.4 Soit � 2 Fqm . Le polynôme minimal de � est le polynôme f(X) scind�e
dans Fqm dont les racines sont les conjug�es de � pour Fq

f(X) = (X � �)(X � �q) : : : (X � �q
m0�1

);

Fqm0 �etant le plus petit sous-corps de Fqm contenant �.

Corollaire I.1 Si � est un �el�ement primitif de Fqm , son polynôme minimal est primitif de
degr�e m.

2 Codes correcteurs { D�e�nitions et propri�et�es

Nous rappelons dans cette section les principales notions de th�eorie des codes, et en particulier
la d�e�nition des codes BCH qui font l'objet du second chapitre de ce travail, et qui seront
�egalement utilis�es pour illustrer les deux chapitres suivant.

Tous les r�esultats expos�es dans cette section sont extraits de [67].

2.1 D�e�nitions

Soient n et q deux entiers positifs, soit A un alphabet �a q �el�ements.

D�e�nition I.7 Soient An l'ensemble des mots de longueur n sur A, x = (x0; x1; : : : ; xn�1) 2
An et y = (y0; y1; : : : ; yn�1) 2 A

n.

� La distance de Hamming entre x et y est

dH(x;y) = jfi j 0 � i � n� 1; xi 6= yigj :

on v�eri�e que dH est bien une m�etrique et on appelle alors espace de Hamming sur A
l'ensemble An muni de la m�etrique dH .

� Si A est un groupe, le poids de Hamming wH(x) d'un mot x 2 An est le nombre de
ses coordonn�ees non nulles

wH(x) = dH(x; 0);

o�u 0 est le mot de An ayant toutes ses coordonn�ees �egales �a l'el�ement neutre de A.

� Un code C sur A est une partie non vide de l'espace de Hamming An, n est appel�e
longueur du code, les �el�ements de C sont appel�es mots de code.

D�e�nition I.8 On appelle distance minimale d'un code C sur A, l'entier

d = minfdH(x;y) j x;y 2 C;x 6= yg;

si A est un groupe, on appelle poids minimal d'un code C, l'entier

minfwH(x) j x 2 C;x 6= 0g:
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D�e�nition I.9 On appelle code parfait un code tel que l'ensemble des boules de rayon bd�1
2
c

centr�ees en tous les �el�ements du code forment une partition de l'espace de Hamming An.

D�e�nition I.10 Un code C est dit lin�eaire sur A, si A est un corps et C un sous-espace-
vectoriel de An. La dimension de C sur A est appel�ee la dimension du code C.

On notera C(n; k; d) un code lin�eaire C de longueur n de dimension k et de distance
minimale d. On dira que n, k et d sont les param�etres du code.

Remarque I.2 Pour un code lin�eaire le poids minimal est �egal �a la distance minimale.

D�e�nition I.11 Une matrice g�en�eratrice G d'un code lin�eaire C est une matrice k�n dont
les lignes forment une base de C.

2.2 Les codes BCH

L'alphabet est �egal �a Fq , le corps �a q �el�ements. Soit n un entier. On note Rn = Fq [X]=(Xn�1)
l'anneau des polynômes �a coe�cients dans Fq modulo l'id�eal engendr�e par Xn � 1. Soit �
une racine primitive n-i�eme de l'unit�e sur Fq .

2.2.1 D�e�nitions

D�e�nition I.12 (codes cycliques) Un code cyclique de longueur n sur Fq est un id�eal de
Rn.

Remarque I.3

1. Un code cyclique est lin�eaire.

2. Un code cyclique est invariant par permutation circulaire de ses coordonn�ees dans
la base (1; X;X2; : : : ; Xn�1)de Rn. La permutation circulaire d'une position �a droite
correspond �a la multiplication par X modulo Xn � 1

X (a0 + a1X + : : : + an�2X
n�2 + an�1X

n�1)

= a0X + a1X
2 + : : : + an�2X

n�1 + an�1X
n

= an�1 + a0X + a1X
2 + : : : + an�2X

n�1 mod Xn � 1:

Th�eor�eme I.5 Soit C un code cyclique de longueur n sur Fq , on a

i. Il existe un unique polynôme unitaire g(X) de degr�e minimal dans C.

ii. C est l'id�eal engendr�e par g(X), g(X) est appel�e polynôme g�en�erateur de C.

iii. g(X) est un facteur de Xn � 1.

iv. Tout c(X) 2 C s'�ecrit de fa�con unique c(X) = f(X)g(X) dans Fq [X]. La dimension
de C est n� r o�u r = deg g(X).
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D�e�nition I.13 (codes BCH) Soit C un code cyclique le longueur n sur Fq et soit g(X)
son polynôme g�en�erateur. C est un code BCH de distance construite � si � est le plus grand
entier v�eri�ant

9 b 2 Z; g(�b) = g(�b+1) = : : : = g(�b+��2) = 0;

o�u � est une racine primitive n-i�eme de l'unit�e dans l'extension Fqm de Fq , m �etant le plus
petit entier tel que mjqm � 1.

D�e�nition I.14 Un code BCH est dit primitif s'il existe un entier m tel que n = qm � 1, il
est dit BCH au sens strict si b = 1. On notera B(n; �) le code BCH binaire primitif au sens
strict de longueur n et de distance construite �.

Remarque I.4 B(n; �) est l'ensemble des polynômes de Rn admettant comme racines
�; �2; : : : ; ���1.

D�e�nition I.15 Soit un code cyclique C de longueur n sur Fq . On appelle z�ero de C, toute
puissance de � qui soit racine de g(X).

D�e�nition I.16 Soit un code cyclique C de longueur n sur Fq . L'ensemble de d�e�nition de
C, not�e I(C), est �egal �a l'ensemble des exposants des z�eros de C :

I(C) = fi j g(�i) = 0g:

Remarque I.5

1. g(X) divise Xn � 1, donc toutes ses racines sont des racines n-i�emes de l'unit�e sur Fq ,
les z�eros du code sont donc bien des puissances de �.

2. I(C) est l'ensemble des entiers i tels que 8 c(X) 2 C, c(�i) = 0, si C est un code BCH
de longueur n sur Fq et de distance construite �, I(C) contient la r�eunion des classes
cyclotomiques modulo n sur Fq des entiers b; b + 1; : : : ; b+ � � 2.

D�e�nition I.17 Le code de Reed-Muller raccourci R�(�;m) de longueur n = qm � 1 sur Fq ,
d'ordre � 2 [1; m(q � 1)[, est le code cyclique dont l'ensemble de d�e�nition est

I(C�(m; q)) = fi 2 [1::n[ j wq(i) < m(q � 1)� �g:

O�u wq le q-poids est d�e�ni pour tout s 2 [1; n], par

wq(s) =
m�1X
i=0

si;

o�u les si sont d�e�nis par l'�ecriture de s en base q, s =
Pm�1

i=0 siq
i.
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2.2.2 Distance construite et distance minimale des code BCH

Th�eor�eme I.6 (borne BCH) Soit un code BCH de distance construite �, sa distance mi-
nimale d v�eri�e

d � �:

C'est ce th�eor�eme qui justi�e le terme de distance construite donn�e �a �. Il faut noter de plus
que pour les codes BCH primitifs au sens strict cette borne est atteinte la plupart du temps.

Le plus petit code BCH binaire primitif au sens strict dont la distance minimale est stric-
tement sup�erieure �a la distance construite est le code B(127; 29) dont la distance minimale
vaut 31, c'est le seul en longueur 127. En longueur 255 tous les codes BCH primitifs au sens
strict ont pour distance minimale leur distance construite, sauf �eventuellement B(255; 59)
et B(255; 61). Nous montrons dans le chapitre II que ces deux codes d�epassent leur dis-
tance construite, leur distance minimale vaut respectivement 61 et 63. Le plus petit code
BCH binaire primitif au sens strict d�epassant sa distance construite de plus de 2 est le code
B(511; 123) dont la distance minimale vaut 127, ce resultat a �egalement �et�e obtenu dans le
cadre de ce travail, et est expos�e dans le chapitre II.

Proposition I.5 La distance minimale d'un code BCH binaire primitif au sens strict est
impaire.

Proposition I.6 La distance construite d'un code BCH primitif au sens strict de longueur
n sur Fq est l'�element minimal d'une classe cyclotomique modulo n sur Fq .

2.3 Les codes de Reed-Solomon

D�e�nition I.18 Un code de Reed-Solomon est un code BCH sur Fq de longueur n = q � 1.
Si ce code a pour dimension k et distance minimale d, nous le noterons RS(n; k; d).

Proposition I.7 (borne de Singleton) [67, p. 33] Si C est un code lin�eaire de param�etres
(n; k; d), alors

d � n� k + 1:

D�e�nition I.19 Un code de longueur n, de dimension k, de distance minimale d est MDS
(de l'anglais \maximum distance separable") s'il atteint la borne de Singleton

d = n� k + 1:

Proposition I.8 Les codes de Reed-Solomon sont MDS.
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2.4 Polynôme �enum�erateur des poids

D�e�nition I.20 Soit C un code lin�eaire de longueur n et soit Ai le nombre de mots de poids
i. On appelle polynôme �enum�erateur des poids de C, le polynôme

WC(x; y) =
nX
i=0

Aix
n�iyi:

D�e�nition I.21 Soit C un code lin�eaire (n; k; d). Le code dual de C, not�e C?, est l'ortho-
gonal de C pour le produit scalaire usuel

hx;yi =
nX
i=0

xiyi:

C? est un code lin�eaire (n; n� k; d?), la distance minimale d? de C? est appel�ee distance
duale de C.

Th�eor�eme I.7 (transform�ee de MacWilliams) Soit C un code lin�eaire sur Fq , on a

jCjWC?(x; y) =WC(x + (q � 1)y; x� y) (I.1)

qui est appel�e identit�e de MacWilliams, et puisque (C?)? = C

jC?jWC(x; y) = WC?(x + (q � 1)y; x� y) (I.2)

Si A0
i est le nombre de mot de poids i de C?, en d�erivant la relation (I.2) s fois par

rapport �a la variable y, on obtient en x = 1; y = 1

nX
i=s

 
i

s

!
Ai

qk
=

 
q � 1

q

!s sX
i=0

 
1

1� q

!i  
n� i

n� s

!
A0
i (I.3)

en particulier lorsque s < d? l'�equation (I.3) donne

nX
i=s

 
i

s

!
Ai

qk
=

 
n

s

! 
q � 1

q

!s

: (I.4)

Ces relations sont appel�ees identit�es de Pless.

La distribution des poids des codes MDS

Proposition I.9 [67, pp. 319{321] Soit C(n; k; d) un code MDS sur Fq , Aw le nombre de
mots de poids w, on a

Aw =

 
n

w

!
w�dX
j=0

(�1)j
 
w

j

!
(qw�d+1�j � 1)

=

 
n

w

!
(q � 1)

w�dX
j=0

(�1)j
 
w � 1

j

!
qw�d�j: (I.5)
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En particulier pour les poids d et d+ 1

Ad = (q � 1)

 
n

d

!
(I.6)

Ad+1 = (q � 1)(q � d)

 
n

d+ 1

!
(I.7)

3 Th�eorie alg�ebrique du d�ecodage

Dans toute cette section on consid�ere un code lin�eaire C(n; k; d) sur Fq .

3.1 Position du probl�eme

Etant donn�e

� que x 2 C est le \message transmis",

� que x est perturb�e dans un canal bruit�e par l'erreur e 2 Fnq ,

� que y = x + e, le \message re�cu", est le seul mot auquel le d�ecodeur a acc�es,

le probl�eme du d�ecodage est de retrouver x �a partir de y.

Un algorithme de d�ecodage de C devra donc prendre comme argument un �el�ement de Fnq ,
et s'il se termine, rendre un �el�ement du code C. Il devra �egalement être d�eterministe, c'est-
�a-dire qu'un mot de l'espace Fnq sera toujours d�ecod�e de la même mani�ere. Nous proposons
la d�e�nition suivante.

D�e�nition I.22 Soit un code lin�eaire C(n; k; d) sur Fq , un algorithme de d�ecodage d'erreur
de C est une application


 : Fnq �! C [ f1g
y 7�! 
(y)

telle que 8x 2 C, 
(x) = x. Le fait que 
(y) =1 signi�ant que y n'a pas �et�e d�ecod�e.

Soit e un entier positif, on dira que 
 est born�e par e, si

8y 2 Fnq ; 8x 2 C; dH(x;y) <
e

2
) 
(y) = x

o�u dH est la m�etrique de Hamming sur Fq , on dira que 
 est born�e strictement par e si on a
de plus


(y) = x 6=1) dH(x;y) <
e

2

On dira que 
 respecte la m�etrique d, si

8y 2 Fnq ; 8x 2 C; 
(y) 2 C ) d(
(y);y) � d(x;y)
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On dira que 
 est un algorithme lin�eaire si

8y 2 Fnq ; 8x 2 C; 
(y + x) = 
(y) + x;

avec la convention 1+ x =1.

Remarque I.6 Une confusion est possible entre un algorithme lin�eaire et un algorithme de
complexit�e lin�eaire. Nous reservons, dans tout ce travail, le terme d'algorithme lin�eaire �a la
propri�et�e �enonc�ee ci-dessus.

Proposition I.10 Tout code C admet un algorithme de d�ecodage d'erreur born�e par sa
distance minimale, respectant la distance de Hamming, et qui se termine pour toute entr�ee, on
dit d'un tel algorithme de d�ecodage qu'il est �a vraisemblance maximale (maximum likelyhood
decoding).

preuve : Soit l'algorithme de d�ecodage 
 suivant

8y 2 Fnq ; 
(y) = \le mot de C le plus proche de y pour dH"

puisque C est �ni, on peut parcourir le code pour trouver ce mot le plus proche, en cas de
non unicit�e, les con
its peuvent être r�egl�es en munissant C d'une relation d'ordre.

Notons que 
 se termine pour toute entr�ee et respecte la distance de Hamming par
d�e�nition.

Soit d la distance minimale de C, soient y 2 Fnq et x 2 C, tels que

dH(x;y) <
d

2
:

Alors x est le mot de C le plus proche de y, sinon la d�e�nition de la distance minimale serait
contredite, donc 
 est born�e par d. 2

Notons que cet algorithme n'est pas unique en g�en�eral, il su�t en fait qu'il existe un mot
de y 2 Fnq qui soit �a �egale distance de deux mots du code, auquel cas on a au moins deux
algorithmes distincts �a vraisemblance maximale.

Proposition I.11 Soit un code lin�eaire C(n; k; d) sur Fq , muni d'un algorithme de d�ecodage

, la meilleure borne possible pour 
 est

2 b
d� 1

2
c + 1:

preuve : Notons que 2 bd�1
2
c + 1 vaut d+ 1 si d est impair, et d si d est pair.

Soient x;x0 2 C tels que dH(x;x
0) = d. Il existe alors y 2 Fnq tel que

dH(x;y) =
d� 1

2
; et dH(x

0;y) =
d+ 1

2
;
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si d est impair, ou

dH(x;y) =
d

2
; et dH(x

0;y) =
d

2
;

si d est pair.
Donc si d est impair 
 ne peut être born�e par d+ 2, et si d est pair 
 ne peut être born�e

par d+ 1. 2

3.2 Matrice de parit�e { Syndrome

D�e�nition I.23 On appelle matrice de parit�e du code C(n; k; d) une matrice H �a n � k
lignes et n colonnes sur Fq , telle que C = kerH = fx j Hxt = 0g.

La matrice H d�etermine le code C. Remarquons que par un th�eor�eme fondamental d'alg�ebre
lin�eaire, les lignes de H forment une base de l'orthogonal de C dans Fnq pour le produit
scalaire usuel.

D�e�nition I.24 Soit y 2 Fnq . Le syndrome de y est le vecteur de Fn�kq

S(y) = Hyt:

l'application S : Fnq ! Fn�kq ainsi d�e�nie est Fq -lin�eaire.

H induit une relation d'�equivalence sur Fnq

x R y, Hxt = Hyt , H(x� y)t = 0, x� y 2 C:

Chacune des classes de cette relation d'�equivalence est appel�ee \classe lat�erale" ou \translat�e"
de C.

Le code C est la classe de l'�el�ement nul de Fnq . Plus g�en�eralement, deux �el�ements sont
dans un même translat�e si et seulement si ils ont le même syndrome.

Proposition I.12 Il existe au plus un mot de poids < d=2 dans un translat�e donn�e.

preuve : Soient x;y 2 Fnq tels que x R y, wH(x) < d=2 et wH(y) < d=2. Alors x�y 2 C et
wH(x�y) = d(x;y) � d(x; 0)+d(0;y) < d=2+d=2 = d, en vertu de l'in�egalit�e triangulaire.
Donc x = y. 2

3.3 D�ecodage des codes lin�eaires

A partir de la matrice de parit�e et des syndromes on peut d�e�nir l'algorithme de d�ecodage

 suivant :

1. Dans tout translat�e y+C, on choisit un �el�ement de plus petit poids, e(y) que l'on met
dans une table index�ee par le syndrome de y. Remarquons que e(y + x) = e(y) pour
tout x 2 C

2. Si y est le mot re�cu, on calcule son syndrome S(y), et on lit e(y) dans la table.
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3. l'algorithme retourne 
(y) = ~x = y � e(y).

Proposition I.13 
 est un algorithme �a vraisemblance maximale, donc il est born�e par sa
distance minimale, et respecte la distance de Hamming. De plus cet algorithme est lin�eaire.

preuve : Soit y 2 Fnq , ~e un �el�ement de plus petit poids de la classe de y

� 
(y) 2 C, en e�et y R ~e, donc 
(y) = y � ~e R 0.

� 8x 2 C, y � x R ~e, donc dH(x;y) = wH(y � x) � wH(~e) = dH(
(y);y), donc 
(y)
est un �el�ement du code r�ealisant le minimum de la distance �a y.

� L'algorithme est lin�eaire. En e�et, pour tout x 2 C, y 2 Fnq


(y + x) = y + x� e(y + x) = y + x� e(y) = 
(y) + x;

puisque e(y + x) = e(y).

2

Le d�ecodage des codes lin�eaires se ram�ene donc �a la recherche d'un mot de plus petit
poids d'un translat�e donn�e par son syndrome. Cette recherche est g�en�eralement di�cile, mais
dans certains cas, comme celui des codes BCH, on poss�ede un algorithme qui fonctionne pour
certains translat�es.

3.4 D�ecodage d'erreur et d'e�acement simultan�ement

Un e�acement �etant un symbole erron�e dont on connait la position, on convient de substituer
le symbole1 en cette position. Nous sommes donc amen�e �a raisonner sur des vecteurs dont
les coordonn�es sont dans Fq[f1g. Nous �etendons l'addition dans Fq en consid�erant1 comme
un �el�ement absorbant.

Dans la proposition suivante nous d�e�nissons une distance de Hamming g�en�eralis�ee sur
Fq [ f1gqui di��ere de celle d�e�nie par Wei dans [98], bien que portant le même nom.

Proposition I.14 Soit �H : (Fq [ f1g)2 ! f0; 1
2
; 1g l'application d�e�nie par

�H(a; b) =

8><>:
0 si a = b
1
2

si a 6= b; et a =1; ou b =1
1 si a 6= b; et a 6=1; b 6=1

Si x = (x1; : : : ; xn);y = (y1; : : : ; yn) 2 (Fq [ f1g)n, on d�e�nit �H : (Fq [ f1g)n ! 1
2
Z par

�H(x;y) =
nX
i=1

�H(xi; yi);

�H est une distance sur (Fq [f1g)n, on l'appelera distance de Hamming g�en�eralis�ee sur
Fq .
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preuve : �H est une distance sur Fq [ f1g, en e�et

1. �H(a; b) = 0, a = b

2. �H(a; b) = �H(b; a)

3. soit a; b; c 2 Fq [ f1g, distincts, on a

(a) a 6= 1, b 6= 1, et c 6= 1, �H restreint �a Fq est la distance de Hamming (en
longueur 1 !), donc

�H(a; c) � �H(a; b) + �H(b; c):

(b) a =1, ou c =1, alors

�H(a; c) =
1

2
� �H(a; b) + �H(b; c) =

3

2
:

(c) b =1
�H(a; b) + �H(b; c) = 1 � �H(a; c):

si a; b; c ne sont pas distincts, l'in�egalit�e triangulaire est triviale (l'un des trois termes
au moins est nul, les autres sont �egaux).

De la relation

�H(x;y) =
nX
i=1

�H(xi; yi);

on d�eduit que �H est �egalement une distance. 2

D�e�nition I.25 On appellera poids de Hamming g�en�eralis�e d'un mot x 2 (Fq [f1g)n, not�e

H(x), sa distance de Hamming g�en�eralis�ee au mot nul


H(x) = �H(x; 0):

Remarque I.7

1. La m�etrique �H restreinte �a Fnq co��ncide avec la m�etrique de Hamming. En particulier
la distance minimale est conserv�ee.

2. Le symbole1 repr�esentant un e�acement, si y 2 (Fq [ f1g)n est e�ac�e en � positions
(i.e. y poss�ede � fois le symbole 1 dans son �ecriture), et di��ere de x 2 Fnq en � des
positions restantes, alors

�H(x;y) =
2� + �

2
:

3. Le poids 1=2 qui est donn�e aux e�acements, est le plus petit tel que �H soit une
distance, tout en conservant la même distance minimale pour le code, et il correspond
bien a l'id�ee intuitive qu'un e�acement \coûte" 2 fois moins cher �a corriger qu'une
erreur.
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D�e�nition I.26 Soit un code lin�eaire C(n; k; d) sur Fq . Un algorithme de d�ecodage d'erreur
et d'e�acement de C est une application


 : (Fq [ f1g)n �! C [ f1g
y 7�! 
(y)

telle que 8x 2 C, 
(x) = x. Le fait que 
(y) =1 signi�ant que y n'a pas �et�e d�ecod�e.

Soit e un entier positif. On dira que 
 est born�e par e, si

8y 2 (Fq [ f1g)n; 8x 2 C; �H(x;y) <
e

2
) 
(y) = x

o�u �H est la distance de Hamming g�en�eralis�ee sur Fq . On dira que 
 est born�e strictement
par e si on a de plus


(y) = x 6=1) �H(x;y) <
e

2
:

On dira que 
 respecte la distance d si

8y 2 (Fq [ f1g)n; 8x 2 C; 
(y) 2 C ) d(
(y);y) � d(x;y):

On dira que 
 est un algorithme lin�eaire si

8y 2 (Fq [ f1g)n; 8x 2 C; 
(y + x) = 
(y) + x;

(on convient que x +1 =1 pour tout x 2 (Fq [ f1g)n).

Remarque I.8 Le symbole 1 est utilis�e dans deux contexte di��erents, pour repr�esenter
l'e�acement d'un symbole de Fq et pour repr�esenter un echec au d�ecodage.

Proposition I.15 Tout code C admet un algorithme de d�ecodage d'erreur et d'e�acement
born�e par sa distance minimale, respectant la distance de Hamming g�en�eralis�ee, et qui se
termine pour toute entr�ee, on dit d'un tel algorithme de d�ecodage qu'il est �a vraisemblance
maximale (maximum likelyhood decoding).

preuve : Soit l'algorithme de d�ecodage 
 suivant

8y 2 (Fq [ f1g)n; 
(y) = \le mot de C le plus proche de y pour �H"

puisque C est �ni, on peut parcourir le code pour trouver ce mot le plus proche, en cas de
non unicit�e, les con
its peuvent être r�egl�es en munissant C d'une relation d'ordre.

� 
 se termine pour toute entr�ee et respecte la distance de Hamming g�en�eralis�ee par
d�e�nition.

� Soit d la distance minimale de C, soient y 2 (Fq [ f1g)n et x 2 C, tels que

�H(x;y) <
d

2
:

Alors x est le mot de C le plus proche de y, sinon la d�e�nition de la distance minimale
serait contredite, donc 
 est born�e par d.
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2

Proposition I.16 Soit un code lin�eaire C(n; k; d) sur Fq , muni d'un algorithme de d�ecodage
d'erreur et d'e�acement 
, la meilleure borne possible pour 
 est la distance minimale d de
C.

preuve :
Soit x 2 C, tel que wH(x) = d. Alors il existe y 2 (Fq [ f1g)n tel que

�H(x;y) =
d

2
; et �H(0;y) =

d

2
:

En e�et, supposons sans perte de g�en�eralit�e que x = (x1; : : : ; xd; 0; : : : ; 0). Si d est pair, on
choisit

y = (x1; : : : ; x d
2
; 0; : : : ; 0);

et si d est impair, on choisit

y = (x1; : : : ; x d�1
2
;1; 0; : : : ; 0):

Donc 
 ne peut pas être born�e par d+ 1. 2

4 D�ecodage des codes BCH

Soit � une racine n-i�eme primitive de l'unit�e dans le corps Fqm o�u njqm � 1. Bq(n; �; b) est le
code BCH sur Fq de longueur n, et de distance construite �, d�e�ni par

Bq(n; �; b) = fc(X) 2 Fq [X]=(Xn � 1) j c(�b) = c(�b+1) = : : : = c(�b+��2) = 0g:

Ce code admet pour matrice de parit�e :

H =

0BBBB@
1 �b �2b : : : �(n�1)b

1 �b+1 �2(b+1) : : : �(n�1)(b+1)

...
...

...
. . .

...
1 �b+��2 �2(b+��2) : : : �(n�1)(b+��2)

1CCCCA
Les sections 4.1, 4.2 et 4.3 sont inspir�ees de [67], la section 4.4 de [75]. Toutefois la

pr�esentation bas�ee sur le th�eor�eme I.9 est originale.

4.1 Polynômes localisateur et �evaluateur

Soit a = (a0; a1; : : : ; an�1) 2 Fnq de poids w et soient :

ai1 ; ai2 ; : : : ; aiw
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les composantes non nulles de ce vecteur. On associe �a a les �el�ements suivants de Fqm :

X1 = �i1; X2 = �i2 ; : : : ; Xw = �iw

appel�es localisateurs de a, ainsi que les �el�ements suivants de Fq :

Y1 = ai1 ; Y2 = ai2 ; : : : ; Yw = aiw

appel�es �evaluateurs de a.

D�e�nition I.27 Le polynôme localisateur de a est le polynôme :

�(z) =
wY
i=1

(1�Xiz) =
wX
i=0

�iz
i 2 Fqm [z]:

Les racines de �(z) sont les inverses des localisateurs de a.

Les coe�cients �i de �(z) sont les fonctions sym�etriques �el�ementaires des Xi :8>>>><>>>>:
�1 = �(X1 + : : :+Xw);
�2 = X1X2 +X1X3 + : : :+Xw�1Xw;
...
�w = (�1)wX1 : : :Xw:

D�e�nition I.28 Pour tout entier b, on d�e�nit un polynôme �evaluateur !b(z) 2 Fqm [z] de a
par :

!b(z) =
wX
i=1

YiX
b
i

wY
j=1

j 6=i

(1�Xjz):

On a pour tout i, 1 � i � w :

Yi =
X�b

i !b(X
�1
i )Q

j 6=i(1�XjX
�1
i )

:

De la connaissance de �(z) et !b(z) on peut donc d�eterminer enti�erement le vecteur a.

Th�eor�eme I.8 Soit a = (a0; : : : ; an�1) 2 Fnq , �(z) le polynôme localisateur de a, !b(z) son
polynôme �evaluateur. On associe �a a le polynôme a(z) = a0 + a1z + : : : + an�1z

n�1, et pour
tout entier j, on pose Aj = a(�j). On a

!b(z) = Sb(z)�(z) (I.8)

o�u

Sb(z) =
1X
j=0

Aj+bz
j:
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preuve : On a :

!b(z)

�(z)
=

wX
i=1

YiX
b
i

1� zXi

;

=
wX
i=1

YiX
b
i

1X
j=0

(zXi)
j;

=
1X
j=0

zj
wX
i=1

YiX
j+b
i ;

=
1X
j=0

zj
n�1X
i=0

ai�
i(j+b);

=
1X
j=0

Aj+bz
j;

ce qui d�emontre le th�eor�eme. 2

Remarque I.9 Le th�eor�eme I.8 reste vrai si l'un ou plusieurs des Yi est nul.

Th�eor�eme I.9 Soient S(z) 2 Fqm [z] et � un entier positif. Pour tout entier positif ou nul �,
on consid�ere le syst�eme d'ind�etermin�ees f(z) et g(z) dans Fqm [z] :8><>:

g(z) � f(z)S(z) mod z��1

deg f � �
deg g + � < � � 1:

(I.9)

Il existe au plus, �a un scalaire multiplicatif pr�es, un couple (f(z); g(z)) de polynômes premiers
entre eux solution de ce syst�eme. Toute solution (f 0(z); g0(z)) de (I.9) est alors de la forme :(

f 0(z) = �(z)f(z)
g0(z) = �(z)g(z):

preuve : Soient (f(z); g(z)) et (f 0(z); g0(z)) deux couples solutions de (I.9), avec f(z) et
g(z) premiers entre eux. On a

g(z)f 0(z) � f(z)S(z)f 0(z) � f(z)g0(z) mod z��1;

or deg(gf 0) < � � 1 et deg(fg0) < � � 1, donc

g(z)f 0(z) = f(z)g0(z);

et puisque f(z) et g(z) sont premiers entre eux, f(z) j f 0(z) et g(z) j g0(z), donc(
f 0(z) = �(z)f(z)
g0(z) = �(z)g(z)

ce qui prouve le th�eor�eme. 2
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Proposition I.17 Soient un entier positif � et a 2 Fnq de poids w � b ��1
2
c. Les polynômes lo-

calisateur et �evaluateur de a, �(z) et !b(z) sont solutions de (I.9) pour S(z) = Sb(z) mod z
��1

et � = b ��1
2
c, et sont premiers entre eux.

preuve : On a deg � = w � b ��1
2
c et deg!b < w � � � 1 � b ��1

2
c. Le th�eor�eme I.8 nous

assure que (�(z); !b(z)) est solution de (I.9). De plus �(z) est scind�e dans Fqm et aucune de
ses racines n'est racine de !b(z), donc pgcd(�(z); !b(z)) = 1. 2

4.2 L'algorithme d'Euclide �etendu

Th�eor�eme I.10 (Algorithme d'Euclide) Soient r�1(z) et r0(z) tels que deg r0 � deg r�1.
On construit deux suites (ri(z))i�1 et (qi(z))i�1 telles que :

r�1(z) = q1(z)r0(z) + r1(z); deg r1 < deg r0
r0(z) = q2(z)r1(z) + r2(z); deg r2 < deg r1
r1(z) = q3(z)r2(z) + r3(z); deg r3 < deg r2

...
...

rj�2(z) = qj(z)rj�1(z) + rj(z); deg rj < deg rj�1
rj�1(z) = qj+1(z)rj(z):

Alors rj(z), le dernier reste non nul de ces divisions est le pgcd de r�1(z) et r0(z).

La preuve de ce th�eor�eme est omise.

Soient les deux suites de polynômes (Ui(z))i et (Vi(z))i d�e�nies par :

U�1(z) = 0; U0(z) = 1;
V�1(z) = 1; V0(z) = 0;

Ui(z) = Ui�2(z)� qi(z)Ui�1(z);
Vi(z) = Vi�2(z)� qi(z)Vi�1(z):

Proposition I.18 Pour tout i � 0 on a :

8>>><>>>:
ri(z) = Ui(z)r0(z) + Vi(z)r�1(z)
degUi = deg r�1 � deg ri�1
Ui(z)Vi�1(z)� Ui�1(z)Vi(z) = (�1)i

(donc Ui(z) et Vi(z) sont premiers entre eux)

(I.10)

preuve : (I.10) est vrai pour i = 0, supposons la propri�et�e v�eri��ee pour tous les entiers
inf�erieurs ou �egaux �a i.
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1. D'apr�es le th�eor�eme I.10 on a

ri�1(z) = qi+1(z)ri(z) + ri+1(z);

en appliquant (I.10) �a i et i� 1, il vient

Ui�1(z)r0(z) + Vi�1(z)r�1(z) = qi+1(z)(Ui(z)r0(z) + Vi(z)r�1(z)) + ri+1(z);

en regroupant et �a l'aide de la d�e�nition de Ui(z) et Vi(z)

ri+1(z) = (Ui�1(z)� qi+1(z)Ui(z))r0(z) + (Vi�1(z)� qi+1(z)Vi(z))r�1(z);

ri+1(z) = Ui+1(z)r0(z) + Vi+1(z)r�1(z):

2. On a
Ui+1(z) = Ui�1(z)� qi+1(z)Ui(z);

et degUi�1 � degUi, d'o�u

degUi+1 = deg qi+1 + degUi:

Or deg qi+1 = deg ri�1 � deg ri, ce qui prouve en utilisant l'hypoth�ese de r�ecurrence

degUi+1 = deg r�1 � deg ri:

3. En utilisant la d�e�nition de Ui(z) et Vi(z) et l'hypoth�ese de r�ecurrence, on a

Ui+1(z)Vi(z)� Ui(z)Vi+1(z) = (Ui�1(z)� qi+1(z)Ui(z))Vi(z)

�Ui(z)(Vi�1(z)� qi+1(z)Vi(z))

= �(Ui(z)Vi�1(z)� Ui�1(z)Vi(z))

= (�1)i+1:

Ceci ach�eve la d�emonstration par r�ecurrence de la proposition. 2

4.3 L'algorithme de d�ecodage

Dans toute cette section, on consid�ere le code BCH C = Bq(n; �; b) � Fnq de matrice de parit�e

H, et on pose t = b ��1
2
c.

4.3.1 Quel probl�eme doit on r�esoudre?

Supposons a 2 C le mot �emis et m = a + e 2 Fnq le mot re�cu. Connaissant m on veut
d�eterminer e = (e0; : : : ; en�1), en supposant que le poids de e est su�samment petit.

Le d�ecodeur a acc�es �a Hmt = Het, ce qui revient �a connaitre les valeurs en �b, �b+1, . . . ,
�b+��2 du polynôme d'erreur e(z) = e0+e1z+ : : :+en�1z

n�1. Si l'on se r�ef�ere �a la section 4.1,
il su�t de calculer les valeurs des polynômes localisateur et �evaluateur, �(z) et !b(z), de e.
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4.3.2 Description de l'algorithme

Th�eor�eme I.11 Soit e = (e0; : : : ; en�1) 2 Fnq de poids w � t, on consid�ere les polynômes
localisateur et �evaluateur de e, �(z) et !b(z), ainsi que la s�erie formelle

Sb(z) =
1X
i=0

e(�i+b)zi;

o�u e(z) = e0 + e1z + : : :+ en�1z
n�1.

On applique l'algorithme d'Euclide aux polynômes r0(z) = Sb(z) mod z
��1 et r�1(z) =

z��1, et on consid�ere les trois suites de polynômes (ri(z))i, (Ui(z))i et (Vi(z))i d�e�nies
dans 4.2.

1. Il existe un rang k tel que deg rk�1 � � � 1� t, et deg rk < � � 1� t,

2. les polynômes localisateur et �evaluateur de e sont donn�es par :

�(z) =
Uk(z)

Uk(0)
et !b(z) =

rk(z)

Uk(0)
:

preuve : Pour tout i positif, on a que8><>:
ri(z) = Ui(z)r0(z) + Vi(z)z

��1

degUi = � � 1� deg ri�1
pgcd(Ui(z); Vi(z)) = 1

(I.11)

que les degr�es des ri(z) sont d�ecroissants, et qu'il existe un rang �a partir duquel la suite des
ri(z) est nulle. De plus deg r�1 = � � 1 � � � 1 � t, donc il existe un rang k pour lequel
deg rk�1 � � � 1� t et deg rk < � � 1� t. On aura alors :8><>:

rk(z) = Uk(z)Sb(z) mod z
��1

degUk = deg r�1 � deg rk�1 � t
deg rk < � � 1� t;

d'apr�es le th�eor�eme I.9 et la proposition I.17, on peut a�rmer que :(
Uk(z) = �(z)�(z)
rk(z) = �(z)!b(z):

D'apr�es le th�eor�eme I.8 on a
!b(z) = �(z)Sb(z);

et puisque Sb(z) = r0(z) mod z
��1, il existe un polynôme �(z) tel que

!b(z) = �(z)r0(z) + �(z)z��1:

D'apr�es (I.11)
rk(z) = Uk(z)r0(z) + Vk(z)z

��1
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donc
�(z)!b(z) = �(z)�(z)r0(z) + Vk(z)z

��1

et
�(z)�(z)z��1 = Vk(z)z

��1:

On a donc un polynôme �(z) qui v�eri�e :(
�(z) j Uk(z)
�(z) j Vk(z)

et comme Uk(z) et Vk(z) sont premiers entre eux, �(z) est une constante non nulle qui est
�egale �a �(0) = Uk(0) puisque �(0) = 1. 2

Donc si m = a+ e est connu, avec a 2 C et e de poids au plus t, alors il est possible de
d�eterminer e, en e�et :

� Soient m(z) le polynôme associ�e �a m et e(z) le polynôme associ�e �a e. On a

m(�b) = e(�b); : : : ; m(�b+��2) = e(�b+��2):

Donc si m(z) est connu, Sb(z) mod z
��1 =

P��2
i=0 e(�

b+i)zi est connu.

� On applique alors l'algorithme d'Euclide �etendu comme d�ecrit dans le th�eor�eme I.11,
ce qui nous permet de construire les polynômes localisateur et �evaluateur de e.

� d'apr�es la d�e�nition I.28 du polynôme �evaluateur, cela nous su�t �a d�eterminer e et
donc a.

Proposition I.19 L'algorithme d'Euclide �etendu pour la correction d'erreur dans un code
BCH de distance construite � est un algorithme born�e strictement par � et respectant la
distance de Hamming.

preuve : L'algorithme d'Euclide est born�e par � d'apr�es le th�eor�eme I.11, cette borne est
stricte car dans tous les cas, le degr�e de � �etant au plus �egal �a t, on corrigera au plus t
erreurs.

L'algorithme d'Euclide respecte la distance de Hamming car si y est d�ecod�e en x 2 C,
alors dH(x;y) � t, et pour tout x0 2 C di��erent de x, on a

dH(x
0;y) � dH(x;x

0)� dH(x;y) � d� t > t:

2

Remarque I.10 Il existe un autre algorithme de d�ecodage des codes BCH, l'algorithme de
Berlekamp-Massey. J-L. Dornstetter a montr�e dans [30] que cet algorithme �etait �equivalent
�a l'algorithme d'Euclide �etendu, et P. Camion a propos�e dans [19] une version it�erative de
l'algorithme d'Euclide qui reproduit pas �a pas l'algorithme de Berlekamp-Massey.
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4.4 D�ecodage d'erreur et d'e�acement par l'algorithme d'Euclide

�etendu

Nous nous posons le probl�eme du d�ecodage d'un mot d'un code BCH de distance construite
� contenant � erreurs et � e�acements.

Commencons par remplacer les e�acements par l'el�ement z�ero. Le probl�eme que l'on a �a
r�esoudre est alors le suivant : d�ecoder une erreur e de poids � + �, sachant que l'on connait
� des � + � positions d'erreurs.

Dans toute cette section, on consid�erera le vecteur e = (e0; : : : ; en�1) 2 Fnq v�eri�ant pour
deux entiers positifs ou nuls � et � :

� � positions de e appell�ees positions d'erreur, sont non nulles, leurs localisateurs sont :

X1 = �i1 ; X2 = �i2 ; : : : ; X� = �i� ;

et les valeurs respectives de e en ces positions sont :

Y1 = ei1 ; Y2 = ei2 ; : : : ; Y� = ei�

� n� � � � positions de e sont nulles

� les � positions restantes ont une valeur quelconque, et son appel�ees positions d'e�ace-
ment, leurs localisateurs sont :

X 0
1 = �i

0
1 ; X 0

2 = �i
0
2; : : : ; X 0

� = �i
0
�;

et les valeurs respectives de e en ces positions sont :

Y 0
1 = ei01 ; Y

0
2 = ei02 ; : : : ; Y

0
� = ei0�

D�e�nition I.29 Le polynôme localisateur des erreurs de e est le polynôme :

�(z) =
�Y
i=1

(1�Xiz):

Le polynôme localisateur des e�acements de e est le polynôme :

�0(z) =
�Y

i=1

(1�X 0
iz):

Le polynôme localisateur de e est le polynôme :

�(z) =
�Y
i=1

(1�Xiz)
�Y

i=1

(1�X 0
iz) = �(z)�0(z):

Le polynôme �evaluateur de e est le polynôme :


b(z) =
�X
i=1

Xi
bYi

Y
j 6=i

(1�Xjz)
�Y

j=1

(1�X 0
jz) +

�X
i=1

X 0
i

b
Y 0
i

�Y
j=1

(1�Xjz)
Y
j 6=i

(1�X 0
jz):
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Ces d�e�nitions des polynômes localisateur et �evaluateur co��ncident avec celles donn�ees
dans la section 4.1, �a la di�erence pr�es que certains des localisateurs peuvent correspondre
�a des positions nulles.Notons que le polynôme �0(z) est connu.

D'apr�es la remarque I.9, le th�eor�eme I.8 reste valable et on a


b(z) = �(z)Sb(z) = �(z)�0(z)Sb(z) (I.12)

o�u

Sb(z) =
1X
i=0

e(�b+i)zi

et e(z) est le polynôme
e(z) = e0 + e1z + : : : + en�1z

n�1:

Nous avons l'analogue de la proposition I.17 :

Proposition I.20 Supposons que
2� + � < �

alors, les polynômes �(z) et 
b(z) sont solution de (I.9) pour

S(z) = �0(z)Sb(z) mod z
��1;

de plus �(z) et 
b(z) sont premiers entre eux.

preuve : D'apr�es (I.12), on a


b(z) � �(z)S(z) mod z��1:

D'autre part deg � = � par d�e�nition, et deg 
b < � + �, donc deg 
b + � < 2� + � � � � 1.
Comme �(z) est scind�e dans Fqm , et qu'aucune de ses racines n'est racine de 
b(z), donc

�(z) et 
b(z) sont premiers entre eux. 2

Th�eor�eme I.12 On applique l'algorithme d'Euclide aux polynômes r�1(z) = z��1 et r0(z) =
Sb(z)�

0(z) mod z��1, et on consid�ere les trois suites de polynômes (ri(z))i, (Ui(z))i et (Vi(z))i
d�e�nies dans 4.2. Si 2� + � < � alors :

1. Il existe un rang k tel que deg rk�1 � � � 1� �, et deg rk < � � 1� �

2. les polynômes localisateur d'erreur et �evaluateur de e sont donn�es par :

�(z) =
Uk(z)

Uk(0)
et 
b(z) =

rk(z)

Uk(0)
:

preuve : cf. preuve du th�eor�eme I.11. 2

Ce th�eor�eme montre donc que l'on peut utiliser l'algorithme d'Euclide pour corriger �
erreurs et � e�acements �a condition que

2� + � < �

o�u � est la distance construite du code BCH consid�er�e.
Bien entendu on retrouve le r�esultat de la section 4.3 pour � = 0.
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Proposition I.21 L'algorithme d'Euclide �etendu pour corriger simultanement des erreurs
et des e�acements dans un code BCH de distance construite � est born�e strictement par � et
respecte la distance de Hamming g�en�eralis�ee.

Remarque I.11 Les resultats de cette section ainsi que ceux de la section pr�ec�edente
donnent un algorithme de d�ecodage born�e par la distance construite. Lorsque la distance mi-
nimale est strictement sup�erieure �a la distance construite, on ne dispose plus de l'algorithme
d'Euclide si l'on veut un algorithme born�e par la distance minimale.

5 Outils pour l'�evaluation d'algorithmes de d�ecodage

5.1 Polynôme des motifs d'erreur corrigibles

D�e�nition I.30 On appellera �enum�erateur des poids d'un sous-ensemble E de Fnq le poly-
nôme de Z[x] X

m2E

xwH(m):

D�e�nition I.31 Un motif d'erreur d'un code C de longueur n lin�eaire sur Fq poss�edant un
algorithme de d�ecodage d'erreur 
, est un �el�ement de Fnq .

Un motif d'erreur m de C sera dit corrigible par 
 si

8 c 2 C; 
(c+m) = c:

Lorsque 
 est lin�eaire, le motif d'erreur m est corrigible ssi 
(m) = 0. Dans la suite de
cette section nous ne nous interesserons qu'aux algorithmes lin�eaires. Dans ce cas, l'ensemble
des motifs d'erreur corrigibles par 
 est 
�1(0).

D�e�nition I.32 Soient C un code de longueur n lin�eaire sur Fq et 
 un algorithme de
d�ecodage lin�eaire de C. Le polynôme des motifs corrigibles de 
 est l'�enum�erateur des poids
P0(x) de l'ensemble des motifs d'erreur corrigibles par 
, c'est-�a-dire

P0(x) =
X

m2
�1(0)

xwH(m) =
nX
i=0

a0;ix
i

o�u
a0;i = jfm 2 Fnq j wH(m) = i; 
(m) = 0gj

est le nombre de motifs d'erreur de poids i corrigibles par 
.

De la même mani�ere nous d�e�nissons un polynôme d�ecrivant les motifs non corrigibles
et un polynôme des motifs corrig�es de fa�con erron�ee.
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D�e�nition I.33 Soit C un code de longueur n lin�eaire sur Fq , soit 
 un algorithme de
d�ecodage de C. Le polynôme des motifs non corrigibles de 
 est un polynôme P1(x) 2 Z[x]

P1(x) =
X

m2
�1(1)

xwH(m) =
nX
i=0

a1;ix
i

o�u
a1;i = jfm 2 Fnq j wH(m) = i; 
(m) =1gj

est le nombre de motifs d'erreur de poids i pour lesquels 
 �echoue.
Le polynôme des motifs erron�es de 
 est un polynôme P2(x) 2 Z[x]

P2(x) =
X

m2
�1(Cnf0g)

xwH(m) =
nX
i=0

a2;ix
i

o�u
a2;i = jfm 2 Fnq j wH(m) = i; 
(m) 2 C n f0ggj

est le nombre de motifs d'erreur de poids i pour lesquels 
 fournit un mot de C erron�e.

Bien entendu, on a

P0(x) + P1(x) + P2(x) =
nX
i=0

 
n

i

!
(q � 1)ixi = (1 + (q � 1)x)n;

c'est-�a-dire que ces trois polynômes prennent en compte tous les motifs d'erreur possibles.
Les deux propositions suivantes sont �evidentes.

Proposition I.22 Si l'algorithme 
 est born�e strictement par e, on a

P0(x) =

e�1
2X

i=0

 
n

i

!
(q � 1)ixi:

Proposition I.23 Si l'algorithme 
 est �a vraisemblance maximale, alors

P1(x) = 0:

5.1.1 Codes poss�edant un algorithme de d�ecodage born�e strictement

Soit un code C(n; k; d) lin�eaire sur Fq , muni d'un algorithme de d�ecodage born�e strictement
par e, on pose

t = b
e� 1

2
c:

On a dans ce cas d'apr�es la proposition I.22

P0(x) =
tX

i=0

 
n

i

!
(q � 1)ixi;
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et on peut calculer �egalement les valeurs de P1(x) et P2(x) si on connait la distribution des
poids du code.

Un motif d'erreur sera corrig�e de fa�con erron�ee si et seulement si il se trouve �a une
distance inf�erieure �a t d'un mot non nul du code.

Proposition I.24 Le polynôme �enum�erateur des poids d'une boule de rayon r autour d'un
mot de poids w de Fnq est �egal �a

X
0�i+j�r

 
w

i

!
(1 + (q � 2)x)ixw�i

 
n� w

j

!
(q � 1)jxj: (I.13)

preuve : Soit m 2 Fnq un mot de poids w. Soient supp(m) le support de m, et supp(m) son
compl�ementaire. On a

�
�
w

i

�
(1+(q�2)x)ixw�i est l'�enum�erateur des poids de la restriction �a supp(m) des mots

de la forme m+ u tels que wH(u) = i et supp(u) � supp(m),

�
�
n�w
j

�
(q� 1)jxj est l'�enum�erateur des poids de la restriction �a supp(m) des mots de la

forme m+ u tels que wH(u) = j et supp(u) \ supp(m) = ;.

Donc l'ensemble des mots �a distance exactement r de m a pour �enum�erateur des poidsX
i+j=r

 
w

i

!
(1 + (q � 2)x)ixw�i

 
n� w

j

!
(q � 1)jxj:

On en d�eduit (I.13). 2

On note fw;t(x) l'�enum�erateur des poids d'une boule de rayon t centr�ee en un mot de
poids w, on a

fw;t(x) =
X

0�i+j�t

 
w

i

! 
n� w

j

!
(q � 1)j(1 + (q � 2)x)ixw�i+j

Proposition I.25 Le polynôme des motifs erron�es de 
, est �egal �a

P2(x) =
nX

w=d

Aw fw;t(x);

o�u Aw est le nombre de mots de poids w dans C.

preuve : Les boules de rayons t centr�ees en tous les �el�ements du code sont deux �a deux
disjointes car t = b e�1

2
c � bd�1

2
c, pour obtenir l'enum�erateur des poids des motifs incorrec-

tement corrig�es par 
, il su�t donc d'additionner les �enum�erateurs des poids des boules de
rayons t centr�ees en tous les �el�ements non nuls du code

P2(x) =
X

m2Cnf0g

fwH(m);t(x) =
nX

w=d

Aw fw;t(x):

2

On peut �a partir de cette proposition en d�eduire le polynôme des motifs non corrigibles

P1(x) =
nX

i=t+1

 
n

i

!
(q � 1)ixi � P2(x):
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5.1.2 Codes MDS

Pour les codes MDS on connait la distribution des poids, donc si un tel code poss�ede un
algorithme de d�ecodage born�e strictement par sa distance minimale, on connait tous ses
polynômes de description de motifs d'erreur.

Pour un tel code C(n; k; d), on a

Aw =

 
n

w

!
(q � 1)

w�dX
i=0

(�1)i
 
w � 1

i

!
qw�d�i:

Exemple : Prenons Le code de Reed-SolomonRS(15; 7; 9) sur F16 muni de l'algorithme
d'Euclide �etendu qui est bien born�e strictement par la distance minimale, le calcul nous
donne

P0(x) = 1 + 225 x+ 23625 x2 + 1535625 x3 + 69103125 x4

P1(x) = 2270943675 x5 + 56407826475 x6 + 1082821986675 x7 + 16217629824825 x8

+189224739979275 x9 + 1703273910373035 x10 + 11612517003134775 x11

+58063467021999075 x12 + 200988339181361550 x13

+430689502969894350 x14 + 430689473127942210 x15

P2(x) = 9459450 x5 + 602251650 x6 + 16658091450 x7 + 274571347050 x8

+3184273692600 x9 + 28407212673840 x10 + 194399744912100 x11

+971116718235300 x12 + 3362142996372825 x13

+7204387410965025 x14 + 7204417252917165 x15

Ce calcul a �et�e e�ectu�e en Maple sur une station de travail SUN Sparcstation2 et a
demand�e environ 1 seconde de temps de calcul.

5.2 Polynôme des motifs d'erreur et d'e�acement corrigibles

Nous pouvons d�e�nir pour un code poss�edant un algorithme de d�ecodage d'erreur et d'e�a-
cement, les mêmes polynômes que pr�ec�edemment, en utilisant la distance de Hamming g�e-
n�eralis�ee.

Dans cette section, on appellera poids d'un mot m 2 (Fq [f1g)n son poids de Hamming
g�en�eralis�e, on appelera support de m, et on notera supp(m), l'ensemble des positions non
nulles de m.

Ici, nous �etendons la d�e�nition de l'�enum�erateur des poids au poids de Hamming g�en�era-
lis�e.
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D�e�nition I.34 Soit 
H le poids de Hamming g�en�eralis�e. On appellera �enum�erateur des
poids d'un sous-ensemble E de (Fq [ f1g)n, le polynôme de Z[x

1
2 ]X

m2E

x
H (m):

D�e�nition I.35 Un motif d'erreur et d'e�acement d'un code C de longueur n lin�eaire sur
Fq poss�edant un algorithme de d�ecodage d'erreur et d'e�acement 
, est un �el�ement de (Fq [
f1g)n.

Un motif d'erreur et d'e�acement m de C sera dit corrigible par 
 si

8 c 2 C; 
(c+m) = c:

Lorsque 
 est lin�eaire, le motif d'erreur et d'e�acement e est corrigible ssi 
(e) = 0. Dans
la suite de cette section on ne s'interessera qu'aux algorithmes lin�eaires.

D�e�nition I.36 Soient C un code de longueur n lin�eaire sur Fq et 
 un algorithme de
d�ecodage d'erreur et d'e�acement lin�eaire de C.

Le polynôme des motifs corrigibles de 
 est l'�enum�erateur des poids P0(x) de l'ensemble
des motifs d'erreur et d'e�acement corrigibles par 
, c'est-�a-dire

P0(x) =
X

m2
�1(0)

x
H(m) =
X

0�i�n; i2 1
2
Z

a0;ix
i

o�u
a0;i = jfm 2 (Fq [ f1g)n j 
H(m) = i; 
(m) = 0gj

est le nombre de motifs d'erreur et d'e�acement de poids i corrigibles par 
.

De la même mani�ere, on peut d�e�nir un polynôme d�ecrivant les motifs non corrigibles et
un polynôme des motifs corrig�es de fa�con erron�ee.

D�e�nition I.37 Soit C un code de longueur n lin�eaire sur Fq , soit 
 un algorithme de
d�ecodage d'erreur et d'e�acement de C.

Le polynôme des motifs non corrigibles de 
 est un polynôme P1(x) 2 Z[x
1
2 ]

P1(x) =
X

m2
(1)

x
H(m) =
X

0�i�n; i2 1
2
Z

a1;ix
i

o�u
a1;i = jfm 2 Fnq j 
H(m) = i; 
(m) =1gj

est le nombre de motifs d'erreur et d'e�acement de poids i pour lesquels 
 �echoue.
Le polynôme des motifs erron�e de 
 est un polynôme P2(x) 2 Z[x

1
2 ]

P2(x) =
X

m2
(Cnf0g)

x
H (m) =
X

0�i�n; i2 1
2
Z

a2;ix
i

o�u
a2;i = jfm 2 Fnq j 
H(m) = i; 
(m) 2 C n f0ggj

est le nombre de motifs d'erreur et d'e�acement de poids i pour lesquels 
 fourni un mot de
C erron�e.
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Bien entendu, on a

P0(x) + P1(x) + P2(x) = (1 + (q � 1)x+ x
1
2 )n;

c'est-�a-dire que ces trois polynômes prennent en compte tous les motifs d'erreur et d'e�ace-
ment possibles.

Proposition I.26 Si l'algorithme 
 est born�e strictement par e, on a

P0(x) =
X

0�i< e
2
; i2 1

2
Z

[xi](1 + (q � 1)x+ x
1
2 )n;

o�u [xi]P d�esigne le coe�cient de xi dans l'expression P .

5.2.1 Codes poss�edant un algorithme de d�ecodage born�e strictement

Soit un code C(n; k; d) lin�eaire sur Fq , muni d'un algorithme de d�ecodage d'erreur et d'e�a-
cement born�e strictement par e, on pose

t =
e� 1

2
2
1

2
Z:

Comme dans le cas des algorithmes de d�ecodage d'erreur, P0(x) est connu dans ce cas,
et on peut obtenir �a partir de la distribution des poids de C la valeur de P1(x) et P2(x).

Un motif d'erreur et d'e�acement sera corrig�e de fa�con erron�ee si et seulement si il se
trouve �a une distance de Hamming g�en�eralis�ee inf�erieure �a t d'un mot non nul du code.

Proposition I.27 Le polynôme �enum�erateur des poids d'une boule de rayon r autour d'un
mot de poids de Hamming w de Fnq est �egal �a

X
0�k�r

[yk]

0@ nX
i=0

 
w

i

!
(1 + x

1
2 y

1
2 + (q � 2)xy)ixw�i

!0@ nX
j=0

 
n� w

j

!
(x

1
2 y

1
2 + (q � 1)xy)j

1A1A :
(I.14)

preuve : Soit m 2 Fnq un mot de poids w. Soient supp(m) le support de m, et supp(m) son
compl�ementaire. On a

�
�
w

i

�
(y + x

1
2 y

1
2 + (q � 2)xy)ixw�i est :

{ pour y = 1, le polynôme �enum�erateur des poids de la restriction �a supp(m) des
mots u+m tels que jsupp(m)j = i et supp(u) � supp(m),

{ et pour x = 1, le polynôme �enum�erateur des poids de la restriction �a supp(m) des
mots u tels que jsupp(m)j = i et supp(u) � supp(m),

�
�
n�w
j

�
(x

1
2y

1
2 + (q � 1)xy)j est

{ pour y = 1 l'�enum�erateur des poids de la restriction �a supp(m) des mots u +m
tels que jsupp(u)j = j et supp(u) \ supp(m) = ;,
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{ pour x = 1 l'�enum�erateur des poids de la restriction �a supp(m) des mots u tels
que jsupp(u)j = j et supp(u) \ supp(m) = ;.

Donc l'ensemble des mots �a distance de Hamming g�en�eralis�ee exactement r de c a pour
�enum�erateur

[yr]

 
nX
i=0

 
w

i

!
(y + x

1
2y

1
2 + (q � 2)xy)ixw�i

!0@ nX
j=0

 
n� w

j

!
(x

1
2 y

1
2 + (q � 1)xy)j

1A :
On en d�eduit (I.14). 2

On note gw;t(x) l'�enum�erateur des poids d'une boule de rayon t centr�ee en un mot de
poids w, on a

gw;t(x) = [yt]

 
nX
i=0

 
w

i

!
(y + x

1
2y

1
2 + (q � 2)xy)ixw�i

!0@ nX
j=0

 
n� w

j

!
(x

1
2 y

1
2 + (q � 1)xy)j

1A :
Proposition I.28 Le polynôme des motifs erron�es de 
, est �egal �a

P2(x) =
nX

w=d

Aw gw;t(x);

o�u Aw est le nombre de mots de poids w dans C.

preuve : Les boules de rayons t centr�ees en tous les �el�ements du code sont deux �a deux
disjointes car t = b e�1

2
c � bd�1

2
c. Pour obtenir l'enum�erateur des poids des motifs incorrec-

tement corrig�es par 
, il su�t donc d'additionner les �enum�erateurs des poids des boules de
rayons t centr�ees en tous les �el�ements non nuls du code

P2(x) =
X

c2Cnf0g

g
H(c);t(x) =
nX

w=d

Aw gw;t(x):

2

On peut �a partir de cette proposition en d�eduire le polynôme des motifs non corrigibles
�a l'aide de

P0(x) + P1(x) + P2(x) = (1 + (q � 1)x+ x
1
2 )n:

5.3 Capacit�e de correction d'un algorithme de d�ecodage

Soit C(n; k; d) un code lin�eaire sur Fq muni d'un algorithme de d�ecodage lin�eaire. Soit P0(x)
le polynôme des motifs corrigibles de cet algorithme.

Dans un canal q-aire sym�etrique de probabilit�e d'erreur totale p (la probabilit�e de tran-
sition d'un �etat �a un autre vaut p

q�1
), la probabilit�e de d�ecodage correct est �egale �a

Pcor(p) = (1� p)nP0(
p

(q � 1)(1� p)
) =

nX
i=0

a0;i

 
p

q � 1

!i

(1� p)n�i
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D�e�nition I.38 Soit C(n; k; d) un code lin�eaire sur Fq , muni d'un algorithme de d�ecodage
lin�eaire 
 dont le polynôme des motifs corrigibles est P0(x).

On pose

P0;t�(x) =
t�X
i=0

 
n

i

!
(q � 1)ixi:

La capacit�e de correction du code C pour l'algorithme 
 et pour une probabilit�e d'erreur
p, est le plus grand entier d� = 2t� + 1 tel que

(1� p)nP0;t�(
p

(q � 1)(1� p)
) � (1� p)nP0(

p

(q � 1)(1� p)
)

La capacit�e de correction de C est donc la distance minimale d� d'un code de même
longueur n sur Fq , poss�edant un algorithme de d�ecodage born�e strictement par d�, et ayant
des performances de d�ecodage voisines de celles de C pour une probabilit�e d'erreur par
symbole donn�ee.

Il s'agit en quelque sorte d'une \distance minimale pratique".
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Chapitre II

Distance minimale des codes BCH

binaires

Dans ce chapitre nous d�evellopons une partie d'un travail men�e en commun avec Daniel
Augot et Pascale Charpin (cf. [4], [5] et [6])

La premi�ere section nous permet de d�e�nir les identit�es de Newton pour un code cyclique
donn�e C, c'est-�a-dire une suite d'identit�es v�eri��ees par les fonctions sym�etriques �el�ementaires
et les fonctions puissances sym�etriques des localisateurs d'un mot de C.

Dans la seconde section nous d�e�nissons les �equations des Newton, dont l'�ecriture est
identique �a celle des identit�es de Newton, mais que nous consid�erons comme un syst�eme
d'�equations �a r�esoudre. Nous �etablissons alors une �equivalence entre la consistance de ce
syst�eme et l'existence de mots de poids donn�e dans un code cyclique.

En�n dans la section 3 nous donnons les principaux r�esultats obtenus �a l'aide des th�eor�e-
mes de la section 2. En particulier nous avons pu donner des distances minimales inconnues
de codes BCH primitifs au sens strict de longueur 255 et 511.

45
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Dans tout ce chapitre nous utiliserons les notations suivantes :

� B(n; �) est le code BCH binaire primitif au sens strict de distance construite � et de
longueur n = 2m � 1.

� F2m est le corps �ni de cardinal 2m et � est une racine n-i�eme primitive de l'unit�e dans
F2m .

� A tout vecteur a = (a0; a1; : : : ; an�1) 2 Fn2m on identi�e le polynôme a(z) = a0 + a1z +
: : : + an�1z

n�1 2 F2m [z].

1 Les identit�es de Newton

1.1 D�e�nitions

D�e�nition II.1 Soit un entier s quelconque, on appelle classe cyclotomique de s modulo
n, et on note cl(s), l'ensemble

cl(s) = fs; 2s; 22s : : : ; 2m�1s mod ng:

Notons que 8 s 2 Z, 8 i 2 cl(s), on a cl(i) = cl(s).

D�e�nition II.2 Le polynôme de Mattson-Solomon associ�e �a a 2 Fn2m , est le polynôme
A(z) 2 F2m [z]

A(z) =
nX
i=1

Aiz
n�i (II.1)

o�u

Ai = a(�i) =
n�1X
j=0

aj�
ij

Notons que l'on peut �etendre la d�e�nition des coe�cients Ai du polynôme de Mattson-
Solomon pour tout i dans Z.

Th�eor�eme II.1 Soit A(z) le polynôme de Mattson-Solomon associ�e �a a 2 Fn2m , on a la
formule d'inversion

a(z) =
n�1X
i=0

A(�i)zi:

preuve : On a

A(�i) =
nX

j=1

Aj�
i(n�j) =

nX
j=1

Aj�
�ij =

nX
j=1

(
n�1X
l=0

al�
lj)��ij =

n�1X
l=0

al(
nX

j=1

�(l�i)j);
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or 8 � 2 F2m ,

(� � 1)(
nX

j=1

�j) = �n+1 � � = 0:

Donc

l 6= i) �l�i � 1 6= 0)
nX

j=1

�(l�i)j = 0;

et en�n
A(�i) = nai = ai

car n = 2m � 1 = 1 mod 2. 2

Proposition II.1 Soit a 2 Fn2 un vecteur binaire. Soit Ai le i-i�eme coe�cient du polynôme
de Mattson-Solomon associ�e �a a. Pour tout i 2 Z, on a

1. Ai+n = Ai

2. A2i mod n = A2
i

preuve :

1. Ai+n = a(�i+n) = a(�i) = Ai

2. A2i mod n = A2i = a(�i
2
) = a(�i)2, car F2m est de caract�eristique 2, les coe�cients de a

sont dans F2 .

2

C'est-�a-dire qu'il y a exactement un Ai signi�catif par classe cyclotomique,

8 j 2 cl(i); j = 2li mod n; donc Aj = A2l

i ;

en particulier, on a
Ai = 0, 8 j 2 cl(i); Aj = 0: (II.2)

On �egalement le corollaire suivant

Corollaire II.1 Soit a 2 Fn2 un vecteur binaire. Soit Ai le i-i�eme coe�cient du polynôme
de Mattson-Solomon associ�e �a a. Pour tout i 2 Z, l'ensemble

fAj; j 2 cl(i)g

est exactement l'ensemble des conjug�es de Ai dans F2m .

D�e�nition II.3 Soient X1; X2; : : : ; Xw, w �el�ement distincts de F2m , pour tout k 2 Z, la
k-i�eme fonction puissance sym�etrique des (Xi)1�i�w, not�ee Ak est d�e�nie par

Ak =
wX
i=1

Xk
i :
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Notons tout de suite que cette d�e�nition n'entraine aucun con
it de notation avec les coef-
�cients du polynôme de Mattson-Solomon, comme le montre la proposition suivante.

Proposition II.2 Si a 2 Fm2 est un mot de localisateurs X1; X2; : : : ; Xw, alors pour tout
k 2 Z, le k-i�eme coe�cient du polynôme de Mattson-Solomon de a est �egal �a la k-i�eme
fonction puissance sym�etrique des (Xi)1�i�w.

preuve : Soient
X1 = �i1 ; X2 = �i2; : : : ; Xw = �iw ;

les localisateurs de a. Puisque a 2 Fm2 , ai = 1 pour i = i1; : : : ; iw, et vaut 0 sinon.
Le k-i�eme coe�cient du polynôme de Mattson-Solomon est �egal �a

a(�k) =
n�1X
i=0

ai(�
k)i =

wX
j=1

(�k)ij =
wX
j=1

(�ij )k =
wX
j=1

Xk
j ;

qui est bien la k-i�eme fonction puissance sym�etrique des Xi. 2

D�e�nition II.4 Soient X1; X2; : : : ; Xw, w �el�ement distincts de F2m . Pour tout k, 0 � k � w,
la k-i�eme fonction sym�etrique �el�ementaire des (Xi)1�i�w, not�ee �k est d�e�nie par

�k =
X

I 2 P([1; w])
jIj = k

(�1)k
Y
i2I

Xi:

Proposition II.3 (identit�es de Newton) Soient X1; X2; : : : ; Xw, w �el�ement distincts de
F2m , �i les fonctions sym�etriques �el�ementaires des Xi, Ai les fonctions puissances sym�etriques
des Xi, on a les relations suivantes

0 < r � w; Ir : Ar +
P

1�i<r Ar�i�i + r�r = 0
r > w; Ir : Ar +

P
1�i�w Ar�i�i = 0

(II.3)

appel�ees identit�es de Newton.

preuve : Soit a le mot de Fn2 admettant les Xi, 1 � i � w comme localisateurs. Alors �(z)
le polynôme localisateur de a v�eri�e

�(z) =
wY
i=1

(1�Xiz) =
wX
i=0

�iz
i

o�u les �i sont les fonctions sym�etriques �el�ementaires des Xi8>>>><>>>>:
�1 = �(X1 + : : :+Xw);
�2 = X1X2 +X1X3 + : : :+Xw�1Xw;
...
�w = (�1)wX1 : : :Xw:
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Un tel mot a est unique car ses coordonn�ees sont dans F2 . D'apr�es le th�eor�eme I.8 page 28,
pour b = 1, on a

!(z) = S(z)�(z) (II.4)

o�u

!(z) =
wX
i=1

Xi

Y
j 6=i

(1� zXj); S(z) =
1X
i=1

Aiz
i�1:

Remarquons que !(z) est l'oppos�e de la d�eriv�ee de �(z), donc

!(z) +
wX
i=1

i�iz
i�1 = 0: (II.5)

Le produit S(z)�(z) vaut

S(z)�(z) =
1X
i=1

Aiz
i�1

wX
i=0

�iz
i =

1X
r=1

(
r�1X
i=0

Ar�i�i)z
r�1;

donc en utilisant (II.4) et (II.5) on a

wX
r=1

r�rz
r�1 +

1X
r=1

(
r�1X
i=0

Ar�i�i)z
r�1 = 0: (II.6)

La s�erie donn�ee par le terme de gauche de l'�egalit�e (II.6) �etant identiquement nulle, on en
d�eduit pour r � w

r�1X
i=0

Ar�i�i + r�r = 0

donc, puisque �0 = 1,

Ar +
r�1X
i=1

Ar�i�i + r�r = 0

et pour r > w
r�1X
i=0

Ar�i�i = 0

donc, puisque �0 = 1, et �i = 0 pour i > w

Ar +
wX
i=1

Ar�i�i = 0:

2

1.2 Les identit�es de Newton pour un code BCH

Proposition II.4 Soit a 2 Fn2m , de poids w, et de localisateurs X1; X2; : : : ; Xw. Pour tout
k 2 Z, on note Ak la k-i�eme fonction puissance sym�etrique des Xi.

Soit C un code cyclique binaire de longueur n, d'ensemble de d�e�nition I(C). Alors on a

a 2 C , 8 k 2 I(C); Ak = 0 (II.7)
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preuve : D'apr�es la proposition II.2, pour tout k, Ak est le k-i�eme coe�cient du polynôme
de Mattson-Solomon associ�e �a a, donc Ak = a(�k), or on a

a 2 C , 8 k 2 I(C); a(�k) = 0

par d�e�nition de I(C), d'o�u le r�esultat. 2

Remarquons que les �equations (II.2) et (II.7) prouvent que l'ensemble de d�e�nition d'un code
binaire de longueur n est une r�eunion de classes cyclotomiques modulo n. En particulier, cela
nous permet de d�ecrire B(n; �) comme le code cyclique dont l'ensemble de d�e�nition est la
r�eunion des classes cyclotomiques

I(B(n; �)) = cl(1) [ cl(2) [ : : : [ cl(� � 1):

Th�eor�eme II.2 Soit B(n; �) le code BCH primitif au sens strict de longueur n et de dis-
tance construite �, soit a 2 Fn2 de poids w � � et soit �(z) = 1 +

Pw
i=1 �iz

i son polynôme
localisateur. On a

a 2 B(n; �), 8 i impair; 0 < i < �; �i = 0:

preuve : Ai et �i, les fonctions puissances �el�ementaires et les fonctions sym�etriques �el�e-
mentaires des localisateurs de a, v�eri�ent les �equations de Newton.

Si a 2 B(n; �), pour tout i < �, on a

Ii : i�i = 0;

donc en caract�eristique 2 on a �i = 0 lorsque i est impair.

R�eciproquement on suppose �i = 0, pour i < � impair, montrons par r�ecurrence que
Ai = 0, pour tout i < �. On a

I1 : A1 + �1 = 0;

donc puisque �1 = 0, A1 = 0.
Supposons que 8 j < i < �, Aj = 0, puisque � � w, la i-i�eme equation de Newton s'�ecrit

Ii : Ai +
i�1X
j=1

�jAi�j + i�i = 0;

donc en utilisant l'hypoth�ese de r�ecurrence

Ii : Ai + i�i = 0:

Si i est pair, alors i = 0 en caract�eristique 2, sinon �i = 0, dans tous les cas Ai = 0, donc
a 2 B(n; �). 2

Proposition II.5 Si a 2 B(n; �) est de poids �, alors A� 6= 0, et de plus si pgcd(�; n) = 1, il
existe une permutation cyclique de a dont la �-i�eme fonction puissance sym�etrique est �egale
�a 1.
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preuve : Si a 2 B(n; �) est de poids �, on a A� 6= 0, sinon a appartiendrait au code
dont l'ensemble de d�e�nition est I(B(n; �)) [ cl(�), code qui a une borne BCH strictement
sup�erieure �a �, ce qui contredit wH(a) = �.

Soient X1; : : : ; X� les localisateurs de a,

A� =
�X

i=1

X�
i = �j;

permuter circulairement a revient exactement �a multiplier les localisateurs par une puissance
de �.

Si pgcd(�; n) = 1, alors d'apr�es Bezout,

9 l 2 Z; l � � �j mod n;

donc le mot ~a de localisateurs �lX1; : : : ; �
lXw a pour �-i�eme fonction puissance �el�ementaire

~A� =
wX
i=1

(�lXi)
� = ��j

wX
i=1

X�
i = 1

et puisque B(n; �) est cyclique, ~a 2 B(n; �). 2

2 Les �equations de Newton

D�e�nition II.5 Soit un entier w. Pour tout r, on consid�ere les �equations eqr d'indetermi-
n�ees (Ai)i>0, et (�i)1�i�w sur F2m , d�e�nies par

0 < r � w; eqr : Ar +
P

1�i<r Ar�i�i + r�r = 0
r > w; eqr : Ar +

P
1�i�w Ar�i�i = 0

(II.8)

Lorsque les Ai et les �i sont respectivement les fonctions puissances �el�ementaires et les
fonctions sym�etriques �el�ementaires de w �el�ements X1; : : : ; Xw de F2m , alors eqr est la r-i�eme
identit�es de Newton not�ee Ir dans la section pr�ec�edente.

Lemme II.1 Soit (�i)0<i�w une suite d'�el�ements de F2m . Pour tout rang r > w, il existe une
unique famille (Ai)0<i<r v�eri�ant les �equations de Newton (eqi)0<i<r.

preuve : Les w premi�eres �equation de Newton s'�ecrivent0BBBBBBBB@

1 0 : : : : : : 0

�1 1
. . .

...

�2 �1 1
. . .

...
...

...
...

. . . 0
�w�1 �w�2 �w�3 : : : 1

1CCCCCCCCA

0BBBBBBB@

A1

A2

A3
...
Aw

1CCCCCCCA =

0BBBBBBB@

�1
2�2
3�3
...

w�w

1CCCCCCCA (II.9)
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il s'agit d'un syst�eme de Cramer donnant (Ai)0<i�w en fonction de (�i)0<i�w. Et pour tout
i, w < i < r on a

eqi : Ai +
X

1�j�w

Ai�j�j = 0

qui nous donne une d�e�nition par r�ecurrence des Ai restants.

Donc lorsque les (�i)0<i�w sont �x�e, il existe une unique famille (Ai)0<i<r v�eri�ant les
�equations de Newton (eqi)0<i<r. 2

Proposition II.6 Soit un entier r > w, soient (�i)0<i�w et (Ai)0<i<r v�eri�ant les �equations
de Newton (eqi)0<i<r. Soit le polynôme �(z) = 1 +

P
1�i�w �iz

i. Si �(z) est scind�e dans F2m ,
et s'�ecrit

�(z) =
wY
j=1

(1�Xjz); avec 8 j; 1 � j � w; Xj 2 F2m ;

alors les �el�ements Ai solutions des �equations (eqi)0<i�r sont les fonctions puissances sym�e-
triques des Xi, c'est-�a-dire

8 i; 1 < i < r; Ai =
wX
j=1

X i
j:

preuve : Il est clair que les fonctions sym�etriques �el�ementaires et les fonctions puissances
sym�etriques des Xi sont solution des �equations de Newton. L'unicit�e de la solution des
�equations (eq)0<i<r, lorsque les �i sont donn�es (lemme II.1) nous assure donc le r�esultat. 2

2.1 Les �equations de Newton pour un code cyclique

Lemme II.2 Soit le syst�eme d'ind�etermin�ees (�i)0<i�w et (Ai)0<i<n+w sur F2m ,

(Sw(C))

8>>><>>>:
0 < r � w; eqr : Ar +

P
1�i<r Ar�i�i + r�r = 0

w < r < n+ w; eqr : Ar +
P

1�i�w Ar�i�i = 0
8 i 2 I(C); Ai = 0
�(z) j zn � 1

(II.10)

o�u �(z) = 1 +
P

1�i�w �iz
i.

1. Si (�i)0<i�w et (Ai)0<i<n+w sont une solution de (Sw(C)) alors les �i sont les fonctions
sym�etriques �el�ementaires et les Ai les fonctions puissances sym�etriques d'un mot a 2 C
de poids w.

2. Si a est un mot de C de poids w, alors les fonctions sym�etriques �el�ementaires et les
fonctions puissances sym�etriques des localisateurs de a sont solution de (Sw(C)).

preuve :

1. Soit (�i)0<i�w et (Ai)0<i<n+w une solution de (Sw(C)).
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� On a n = 2m � 1, donc puisque �(z) divise zn � 1, et �(0) = 1, �(z) peut être
consid�er�e comme le polynôme localisateur d'un certain mot a 2 Fn2 de poids w.

� D'apr�es la proposition II.6, les Ai sont alors les fonctions puissances sym�etriques
des localisateurs de a.

� En�n puisque pour tout i dans I(C), Ai = 0, on a bien a 2 C d'apr�es la proposi-
tion II.4.

2. Supposons qu'il existe un mot a de poids w dans C, soient X1; : : : ; Xw les localisateurs
de a.

� Les fonctions puissances sym�etriques Ai, et les fonctions sym�etriques �el�ementaires
�i des Xi sont solution des �equations de Newton (eqr)0<r<n+w d'apr�es la proposi-
tion II.3.

� a 2 C, donc Ai = 0, pour i 2 I(C).

� En�n �(z), en tant que polynôme localisateur de a, divise zn� 1, car n = 2m� 1.

Les �i et les Ai sont donc solution du syst�eme (Sw(C)).

2

Th�eor�eme II.3 Soient C un code cyclique binaire de longueur n, I(C) son ensemble de
d�e�nition, soit w un entier positif et (Sw(C)) le syst�eme d�e�ni par (II.10).

Le code C admet des mots de poids w si et seulement si le syst�eme (Sw(C)) admet des
solutions.

preuve : D'apr�es le lemme II.2, toute solution de (Sw(C)) nous donne un mot de C de
poids w, et r�eciproquement tout mot de C de poids w donne une solution de (Sw(C)). 2

L'existence de mots de poids donn�e dans un code cyclique est donc li�ee �a la consistance
d'un syst�eme d'�equations polynomiales sur F2m . Le corollaire suivant nous sera utile pour
d�emontrer l'absence de mots d'un poids donn�e dans un code.

Corollaire II.2 S'il n'existe pas de solution au syst�eme(
eqr; 0 < r < n + w
Ai = 0; i 2 I(C);

alors il n'existe pas de mots de poids w dans C.

Proposition II.7 Toute solution (�i)0<i�w et (Ai)0<i<n+w de (Sw(C)) v�eri�e les propri�et�es

� 8 i, 0 < i < w, An+i = Ai,

� An = w,

� 8 i, 0 < i < n, A2i mod n = A2
i .
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preuve : D'apr�es la proposition II.6, toute solution de (Sw(C)) est telle les Ai soient les
fonctions puissances sym�etriques de w �el�ements distincts de F2m , les propri�et�es �enonc�ees s'en
d�eduisent imm�ediatement. 2

Corollaire II.3 Soit J un ensemble de repr�esentants des classes cyclotomiques modulo n
sur F2 , soit i un entier et soit j 2 J un repr�esentant de la classe de i. Il existe s 2 Z tel que
i = 2sj et donc

Ai = A2s

j :

Donc le syst�eme (Sw(C)) est �equivalent �a un syst�eme dont les seules ind�etermin�ees sont
(�i)1�i�w et (Ai)i2J 0, o�u J

0 est un ensemble de repr�esentants des classes cyclotomiques qui
ne sont pas dans I(C).

2.2 Le cas des codes BCH primitifs au sens strict

On se place dans le cas o�u C = B(n; �), le code BCH binaire primitif au sens strict de
longueur n et de distance construite �, soit I(B(n; �)) son ensemble de d�e�nition, on a

I(B(n; �)) = cl(1) [ cl(2) : : : [ cl(� � 1); � 62 I(B(n; �)):

On notera (S�) le syst�eme (S�(B(n; �))),

(S�)

8>>><>>>:
0 < r � �; eqr : Ar +

P
1�i<r Ar�i�i + r�r = 0

� < r < n+ �; eqr : Ar +
P

1�i�� Ar�i�i = 0
8 i 2

S��1
j=1 cl(j); Ai = 0

�(z) j zn � 1

o�u �(z) = 1 +
P

1�i�� �iz
i.

Proposition II.8 Toute solution (�i)0<i�� et (Ai)0<i<n+� de (S�), v�eri�e

� �i = 0 pour i impair, 0 < i < �.

� An = 1.

� A� 6= 0.

De plus si pgcd(n; �) = 1, et s'il existe des solutions �a (S�), alors il existe une solution telle
que A� = 1.

preuve :

� D'apr�es le lemme II.2, les �i sont les fonctions sym�etriques �el�ementaires d'un mot
a 2 B(n; �). Le th�eor�eme II.2 nous assure alors que �i = 0 pour i impair, 0 < i < �.

� An =
P�

i=1X
n
i = � = 1, car � est impair.
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� S'il existe une solution �a (S�), d'apr�es le lemme II.2, les solutions Ai sont les fonctions
puissances sym�etriques d'un mot a 2 B(n; �) de poids �, d'apr�es la proposition II.5,
A� 6= 0.

La même proposition II.5 nous assure aussi que si pgcd(n; �) = 1, il existe une permutation
circulaire de a dont la �-i�eme fonction puissance sym�etrique est �egale �a 1. Donc d'apr�es le
lemme II.2, il existe une solution de (S�) telle que A� = 1. 2

Proposition II.9 Les �equations de Newton pour B(n; �) et pour le poids �, d'indices impairs
r, � + 2 � r � 2� � 1, forment un syst�eme lin�eaire triangulaire, inversible lorsque A� 6= 0,
donnant les (�i)0<i�� d'indices pairs en fonction des Ai.

preuve : Pour tout j, 1 � j � (� � 1)=2, on a

eq�+2j : A�+2j +
jX

i=1

�2iA2(j�i)+� = 0:

Si on �ecrit le syst�eme constitu�e de ces �equations, on obtient0BBBBB@
A� 0 : : : 0

A�+2 A�
. . .

...
...

. . . . . . 0
A2��3 : : : A�+2 A�

1CCCCCA
0BBBB@

�2
�4
...

���1

1CCCCA =

0BBBB@
A�+2

A�+2
...

A2��1

1CCCCA
syst�eme qui est inversible si A� 6= 0. 2

Proposition II.10 Les �equations de Newton pour B(n; �) et pour le poids �, d'indices im-
pairs r, n + 2 � r � n + � � 1, forment un syst�eme lin�eaire triangulaire, inversible lorsque
A0 6= 0, donnant les (�i)0<i�� d'indices pairs en fonction des Ai.

preuve : Pour tout j, 1 � j � (� � 1)=2

eqn+2j : A0�2j +

��1
2
�jX

i=1

�2(i+j)A�2i + A��+2j�� = 0

Si on �ecrit le syst�eme constitu�e de ces �equations, on obtient0BBBBB@
A0 A�2 : : : A��+3

0 A0
. . .

...
...

. . . . . . A�2

0 : : : 0 A0

1CCCCCA
0BBBB@

�2
�4
...

���1

1CCCCA =

0BBBB@
A��+2��
A��+4��

...
A�1��

1CCCCA
syst�eme qui est inversible si A0 6= 0. 2
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3 Utilisation des �equations de Newton

3.1 Recherche de contradictions

3.1.1 Comment prouver qu'un code d�epasse sa distance construite?

L'ensemble des r�esultats que nous avons expos�e jusqu�a pr�esent a pour but de simpli�er la
r�esolution des �equations de Newton. Nous allons nous interesser plus particuli�erement aux
codes BCH primitifs au sens strict. Lorsque l'on veut montrer qu'un tel code d�epasse sa
distance construite �, il su�t de prouver qu'il n'existe pas de mots de poids � dans le code.

D'apr�es le th�eor�eme II.3 il su�t pour cela de d�emontrer l'absence de solution �a un certain
syst�eme d'�equations sur F2m

(S�)

8>>><>>>:
0 < r � �; eqr : Ar +

P
1�i<r Ar�i�i + r�r = 0

� < r < n+ �; eqr : Ar +
P

1�i�� Ar�i�i = 0
8 i 2 I(B(n; �)); Ai = 0
�(z) j zn � 1

d'ind�etermin�ees (�i)0<i�� et (Ai)0<i<n+�, o�u �(z) = 1 +
P�

i=1 �iz
i.

Les propositions II.7 et II.8, nous assurent que toute solution de (S�) v�eri�e �egalement

8 i; n < i < n+ �; An+i = Ai (II.11)

8 i; 0 < i � n; A2i mod n = A2
i (II.12)

A� 6= 0 (II.13)

An = A0 = 1 (II.14)

Soit J l'ensemble des minima des classes cyclotomiques modulo n sur F2 , d'apr�es le co-
rollaire II.3 la condition (II.12) est �equivalente �a

8 i; 0 < i � n; j = min cl(i); Ai = Aij�1 mod n
j : (II.15)

Notons que deux �el�ements i et j sont dans la même classe cyclotomique modulo n sur F2 si
et seulement si ij�1 mod n est une puissance de 2.

Nous d�ecrivons ici la proc�edure qui nous a permis d'obtenir les preuves des r�esultats
�enonc�es plus loin sur les distances minimales des codes B(255; 59), B(255; 61) et B(511; 123).
Nous supposerons que n et � sont premiers entre eux.

On proc�ede comme suit

1. on �ecrit les equations de Newton pour le poids �,

2. on prend en compte le code B(n; �) : �i = 0 pour i < � impair, et Ai = 0 pour
0 < i < �,

3. on calcule J l'ensemble des minima des classes cyclotomiques modulo n et �a l'aide des
conditions (II.11) et (II.12), on �elimine tous les Ai sauf pour i 2 J ,
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4. on pose A� = 1 et A0 = 1,

5. on r�esoud le syst�eme inversible donn�e par la proposition II.9 ou la proposition II.10,
qui nous donne les �i en fonction des Ai ,

6. le syst�eme r�esultant a pour seules ind�etermin�ees les Ai pour i 2 J , et est polynomial.
On essaie de prouver qu'il est inconsistant en tentant de le r�esoudre pas �a pas.

En annexe A, cette proc�edure est utilis�ee avec succ�es dans les trois cas cit�es plus haut.

3.1.2 R�esultats nouveaux sur les codes BCH

Nous allons pr�esenter dans ce paragraphe deux exemples de codes dont la distance minimale
�etait inconnue.

En longueur 255, tous les codes BCH primitifs au sens strict atteignent leur bornes
BCH, sauf les codes de distance construite 59 et 61. Il est conjectur�e que ces deux codes
ont une distance minimale qui depasse leur distance construite, mais la preuve d'un tel fait
demandait jusqu'�a pr�esent de passer en revue une grande partie du code, et cette recherche
est tr�es couteuse (cf.[29]).

Proposition II.11 1. Le code B(255; 59) a pour distance minimale 61,

2. le code B(255; 61) a pour distance minimale 63.

preuve : J-L. Dornstetter donne dans [29] un mot de poids 61 dans B(255; 59) ainsi qu'un
mot de poids 63 dans B(255; 61).

Il reste donc a montrer qu'il n'existe pas de mots de poids �egal �a la distance construite
pour chacun de ces deux codes. Cette preuve est donn�ee dans l'annexe A. 2

Lemme II.3 Soit n = 2m � 1. Les �el�ements de la classe cyclotomique d'un entier i 2 [1; n[
modulo n sur F2 sont les entiers dont l'�ecriture en base 2 est une permutation circulaire des
m termes de l'�ecriture de i.

preuve : Soit

i =
m�1X
j=0

aj2
j;

l'�ecriture en base 2 de l'entier i. On a

2i =
m�1X
j=0

aj2
j+1 � am�1 +

m�1X
j=1

aj�12
j mod n;

d'o�u le r�esultat. 2

Lemme II.4 Le code B(511; 123) est inclus dans le code de Reed-Muller raccourci R�(4; 9).
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preuve : Le code R�(4; 9) a pour ensemble de d�e�nition

I(R�(4; 9)) = fi 2 [1::511[j w2(i) < 5g:

Nous voulons montrer que
I(R�(4; 9)) � I(B(n; �));

ou, de fa�con �equivalente, que

8 i 2 [1; n[; w2(i) < 5) min(cl(i)) < 123:

Par convention on repr�esente une classe cyclotomique par son plus petit �el�ement, et on
munit l'ensemble des classes cyclotomiques modulo n de l'ordre induit par l'ordre naturel sur
N . La plus grande classe cyclotomique de 2-poids � 4 est la classe repr�esent�ee par l'entier
dont l'�ecriture en base 2 est (1; 0; 1; 0; 1; 0; 1; 0; 0), c'est-�a-dire 85.

En e�et, d'apr�es le lemme II.3 un entier est dans I(B(511; 123)), si et seulement si toutes
les permutations circulaires de son �ecriture en base 2 y sont aussi, or un examen rapide
permet de se convaincre que tout entier de 2-poids 4 ou moins �ecrit en base 2 peut être
permut�e pour donner un entier inferieur ou �egal �a 85.

Donc B(511; 123) � B(511; 87) � R�(4; 9). 2

Proposition II.12 Le code B(511; 123) a pour distance minimale 127.

preuve : Puisque B(511; 123) � R�(4; 9), la même inclusion reste vraie pour les codes
�etendus en ajoutant un bit �egal �a la somme des autres, et d'apr�es [67, Cor. 13,p. 447], le
code de Reed-Muller d'ordre 4 et de longueur 512 a des poids multiples de 4. Donc la distance
minimale de B(511; 123) est un multiple de 4 moins 1.

On a B(511; 127) � B(511; 123) et B(511; 127) atteint sa distance construite, donc la
distance minimale de B(511; 123) est 123 ou 127. Nous donnons en annexe A la preuve que
cette distance minimale n'est pas 123. 2

3.2 Recherche de solutions particuli�eres : les idempotents

3.2.1 D�e�nition et caract�erisation des idempotents

D�e�nition II.6 Le support d'un mot a 2 Fn2 not�e supp(x) est l'ensemble des positions de
ses coordonn�ees non nulles num�erot�ee de 0 �a n� 1.

Le support d'un mot d'un code cyclique est �egal �a l'ensemble des logarithmes en base � de
ses localisateurs.

D�e�nition II.7 Soient a 2 Fn2 et a(z) 2 F2 [z] le polynôme associ�e �a a. a est un idempotent
si et seulement si a(z)2 = a(z) mod (zn � 1).

Lemme II.5 Soit a un mot de Fn2 , les assertions suivantes sont equivalentes
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(i) a est un idempotent

(ii) le support de a est la r�eunion de classes cyclotomiques modulo n

(iii) le polynôme localisateur de a est �a coe�cients dans F2

(iv) les fonctions puissances sym�etriques des localisateurs de a sont dans F2

preuve : Soient a = (a0; a1; : : : ; an�1) 2 Fn2m et a(z) son polynôme associ�e.

(i))(ii) On a a(z) = a(z)2, donc pour tout i

i 2 supp(a)) 2i 2 supp(a2) = supp(a);

d'o�u i 2 supp(a) ) cl(i) � supp(a).

(ii))(iii) Les racines du polynôme localisateur �(z) de a sont les inverses des localisateurs,
donc les localisateurs sont une r�eunion de classes de conjugaisons, or pour tout entier iY

j2cl(i)
(1� �jz) 2 F2 [z];

car c'est le polynôme minimal de ��i, donc �(z) 2 F2 [z].

(iii))(iv) Si �(z) 2 F2 [z], alors pour tout i, �i 2 F2 , et d'apr�es la preuve du lemme II.1
page 51, on a par r�ecurrence Aj 2 F2 , pour tout j

(iv))(i) Soit A(z) le polynôme de Mattson-Solomon de a. D'apr�es [67, Th. 22, page 240],
on a

a(z)2 = a(z), A(z) � A(z) = A(z);

o�u � repr�esente le produit composante par composante. Puisque A2
j = Aj pour tout j,

on a bien A(z) � A(z) = A(z) et donc, a(z)2 = a(z).

2

3.2.2 Recherche d'idempotents de poids minimal

Il s'agit ici de prouver qu'un code BCH binaire primitif au sens strict B(n; �) de longueur
n = 2m � 1 et de distance construite �, a pour distance minimale d = �. Pour cela il su�t
prouver qu'il existe un mot de poids � ou de poids � + 1.

Proposition II.13 Soit le syst�eme

(S 0w)

8>>>>>><>>>>>>:

0 < r � w; eqr : Ar +
P

1�i<r Ar�i�i + r�r = 0
w < r < n; eqr : Ar +

P
1�i�w Ar�i�i = 0

8 i 2 I(B(n; �)); Ai = 0
�(z) j zn � 1
8 i; 0 � i < n; A2

i = Ai

Si (S 0w) admet une solution pour w = � ou w = �+1, alors B(n; �) a pour distance minimale
�.



60 Chapitre II. Distance minimale des codes BCH binaires

preuve : Si (S 0w) admet une solution, alors d'apr�es le lemme II.2 et le lemme II.5 B(n; �)
admet un mot idempotent de poids w. Puisque w 2 f�; �+1g et puisque la distance minimale
d de B(n; �) est impaire, on en conclut que d = �. 2

Remarque II.1 Par la proposition ci-dessus, nous limitons la recherche de mots de poids
� ou � + 1 dans B(n; �) aux seuls idempotents, ce qui donne une forme particuli�erement
simple aux �equations de Newton et autorise une r�esolution relativement rapide. Il est bien sûr
possible qu'un code atteigne sa distance minimale sans que ce soit le cas pour un idempotent,
nous ne pourrons alors pas conclure.

Th�eor�eme II.4 Le code B(511; �) contient des idempotents de poids � ou �+1, donc atteint
sa distance construite si

� 2 f19; 39; 45; 53; 57; 79; 83; 91; 103g:

preuve : Pour chacun des codes de l'�enonc�e, nous avons obtenu en r�esolvant les �equations
de Newton, un mot x idempotent de poids � ou � + 1. D'apr�es le lemme II.5 le support de
x est r�eunion de classes cyclotomiques, et puisque x 2 Fn2 , ce support le d�e�nit enti�erement.

On a x 2 B(n; �) pour

� = 19; !(x) = 19; supp(x) = cl(0) [ cl(23) [ cl(91)

� = 39; !(x) = 39; supp(x) = cl(63) [ cl(87) [ cl(117) [ cl(127) [ cl(219)

� = 45; !(x) = 45; supp(x) = cl(17) [ cl(37) [ cl(57) [ cl(93) [ cl(103)

� = 53; !(x) = 54; supp(x) = cl(17) [ cl(31) [ cl(41) [ cl(45) [ cl(103) [ cl(117)

� = 57; !(x) = 57; supp(x) = cl(29) [ cl(43) [ cl(51) [ cl(55) [ cl(61) [ cl(63)

[ cl(219)

� = 79; !(x) = 79; supp(x) = cl(0) [ cl(3) [ cl(13) [ cl(39) [ cl(41) [ cl(61) [ cl(73)

[ cl(77) [ cl(107) [ cl(117) [ cl(219)

� = 83; !(x) = 84; supp(x) = cl(11) [ cl(15) [ cl(23) [ cl(43) [ cl(53) [ cl(79)

[ cl(123) [ cl(183) [ cl(191) [ cl(219)

� = 91; !(x) = 91; supp(x) = cl(0) [ cl(7) [ cl(13) [ cl(25) [ cl(37) [ cl(41) [ cl(59)

[ cl(61) [ cl(117) [ cl(175) [ cl(239)

� = 103; !(x) = 103; supp(x) = cl(0) [ cl(7) [ cl(13) [ cl(19) [ cl(27) [ cl(31) [ cl(87)

[ cl(91) [ cl(95) [ cl(191) [ cl(219) [ cl(223) [ cl(255):

Donc pour tous ces codes la distance construite est atteinte. 2

La proc�edure pour la recherche d'idempotents solution des �equations de Newton est donn�ee
en annexe A. Il est bon de pr�eciser que cette proc�edure a �echou�e pour B(511; �), et � 2
f29; 37; 41; 43; 51; 59; 61; 75; 77; 85; 87; 107g.

Nous donnons dans le tableau II.1, la liste des codes BCH primitifs au sens strict de
longueur 511, et la valeur de leur distance minimale ou de la meilleure borne connue.
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n k � d dans n k � d dans

511 502 3 3 [56] 511 241 73 73 [75]
493 5 5 [56] 238 75 � 75 |
484 7 7 [56] 229 77 � 77 |
475 9 9 ** 220 79 79 *
466 11 11 [56] 211 83 83 *
457 13 13 [47] 202 85 � 85 |
448 15 15 [56] 193 87 � 87 |
439 17 17 ** 184 91 91 *
430 19 19 * 175 93 95 # [59]
421 21 21 [75] 166 95 95 [56]
412 23 23 [56] 157 103 103 *
403 25 25 [47] 148 107 � 107 |
394 27 27 [56] 139 109 111 # [59]
385 29 � 29 | 130 111 111 [56]
376 31 31 [56] 121 117 119 # [59]
367 35 35 [75] 112 119 119 [56]
358 37 � 37 | 103 123 127 ## *
349 39 39 * 94 125 127 # [59]
340 41 � 41 | 85 127 127 [56]
331 43 � 43 | 76 171 171 **
322 45 45 * 67 175 175 **
313 47 47 [56] 58 183 183 **
304 51 � 51 | 49 187 187 **
295 53 53 * 40 191 191 [56]
286 55 55 [56] 31 219 219 [75]
277 57 57 * 28 223 223 [56]
268 59 � 59 | 19 239 239 [56]
259 61 � 61 | 10 255 255 [56]
250 63 63 [56]

# d = � + 2
## d = � + 4
* R�esultat obtenu par les �equations de Newton
** R�esultat obtenu par une recherche exhaustive

Tableau II.1 : Distance minimale des codes BCH de longueur 511
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Chapitre III

Codes concat�en�es

Les codes concat�en�es ont �et�e introduits par Forney dans [36] en 1966. Ces travaux ont ensuite
�et�e poursuivis par les russes Block, Zinoviev et Zyablov, qui ont abouti �a un algorithme de
d�ecodage performant, s'inspirant des id�ees de Forney sur le d�ecodage souple, et surtout aux
codes concat�en�es g�en�eralis�es [12], [103] et [104].

Nous nous sommes volontairement limit�e ici au cas lin�eaire. La plupart des r�esultats
restent cependant valables dans le cas g�en�eral. Cette limitation permet de donner des d�e�-
nitions qui nous semblent plus simples que celles donn�ees g�en�eralement. En particulier nous
d�e�nissons, dans la section 3, les codes concat�en�es g�eneralis�es comme une somme directe de
codes concat�en�es d'ordre 1, cette repr�esentation ayant d�ej�a �et�e utilis�ee par Jensen dans un
cas particulier (cf. [50]).

Dans la section 1, outre la d�e�nition des codes concat�en�es d'ordre 1 et la description
de leur d�ecodage, nous introduisons la notion de d�ecodage partiel qui nous permet dans
la section 3 de donner une description r�ecursive simple du d�ecodage des codes concat�en�es
g�eneralis�es, description que Bossert donne en �ligrane dans [14].

Dans la section 2, nous utilisons une approche originale pour l'�evaluation des perfor-
mances des codes concat�en�es d'ordre 1, faisant appel �a la combinatoire �enum�erative. De
telles �evaluations avaient �et�e faites sous une forme l�eg�erement di��erente pour l'algorithme
na��f dans [21]. Nous avons pu �etendre ces r�esultats �a tous les algorithmes d�ecrits dans la
section 1.

63
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Soit un corps �ni Fq . Pour tout couple d'entiers nb et ne, nous identi�erons chaque �el�ement
de Fnbneq �a un �el�ement de (Fnbq )ne. En particulier lorsque l'on posera x = (x1; : : : ; xne) 2 Fnbneq ,
cela signi�era que pour tout i, 1 � i � ne, on a xi 2 Fnbq . Le vecteur x aura comme
composantes, dans l'ordre, les composantes de x1, puis celles de x2, jusqu'�a celles de xne .

1 Codes concat�en�es d'ordre 1 { Algorithmes de d�eco-

dage

1.1 D�e�nition

Soit un code lin�eaire B = B(nb; kb; db) sur Fq , B et Fqkb sont isomorphes en tant que Fq -espaces
vectoriels. Fixons un isomorphisme

� : Fqkb �! B
x 7�! �(x):

(III.1)

� permet de repr�esenter de fa�con unique tout �el�ement de Fqkb par un �el�ement du code B, et
r�eciproquement.

Soit ne un entier positif. On d�e�nit l'isomorphisme Fq -lin�eaire � comme suit :

� : Fne
qkb

�! Bne

x = (x1; : : : ; xne) 7�! �(x) = (�(x1); : : : ; �(xne))
(III.2)

D�e�nition III.1 Soient B = B(nb; kb; db) un code lin�eaire sur Fq , E = E(ne; ke; de) un code
lin�eaire sur Fqkb et � l'isomorphisme d�e�ni par (III.1).

Le code concat�en�e admettant B comme code interne et E comme code externe est le code
C sur Fq constitu�e des mots de E dans lesquels les symboles de Fqkb sont remplac�es par des
mots de B �a l'aide de �

C = f(�(x1); �(x2); : : : ; �(xne)) j (x1; x2; : : : ; xne) 2 Eg = �(E):

On dira en abr�eg�e que C est le code concat�en�e de B et de E.

Remarque III.1 Le code E introduit dans la d�e�nition ci-dessus est un espace vectoriel sur
Fqkb de dimension ke, mais puisque Fqkb peut être consid�er�e comme un espace vectoriel sur Fq
de dimension kb, on peut consid�erer E comme un espace vectoriel sur Fq de dimension kbke.

Proposition III.1 Soit � l'isomorphisme d�e�ni par (III.2). Si C = �(E) est le code conca-
t�en�e de B(nb; kb; db) et E(ne; ke; de), alors C est un code lin�eaire sur Fq de longueur nbne, de
dimension kbke, et dont la distance minimale est au moins �egale �a dbde.

preuve : Puisque � est injectif et Fq -lin�eaire, C a pour dimension dimFq (E) = kbke.

Montrons que tout mot non nul du code concat�en�e a un poids sup�erieur ou �egal �a dbde.
Soit x = (x1; : : : ; xne) 2 E . Alors

wH(�(x)) =
neX
i=1

wH(�(xi))
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o�u wH est le poids de Hamming sur Fq . Si x 6= 0, alors au moins de des xi sont non nuls et
pour chacun de ces xi, �(xi) 2 B n f0g, donc wH(�(xi)) � db, d'o�u le r�esultat. 2

Remarque III.2 Les codes concat�en�es sont d�e�nis ici comme des codes lin�eaires, Forney
les a introduits dans [36] de fa�con plus g�en�erale.

Dans le cas non lin�eaire il su�t de pouvoir mettre en bijection l'ensemble des mots du
code interne avec l'alphabet du code externe. Les r�esultats sur les param�etres donn�es dans
la proposition III.1 restent vrais en rempla�cant la dimension par le nombre d'�el�ements.

1.2 Algorithme de d�ecodage na��f

Supposons donn�es :

� B = B(nb; kb; db) le code interne sur Fq muni d'un algorithme de d�ecodage d'erreur 

born�e par la distance minimale,

� E = E(ne; ke; de) le code externe sur Fqkb est muni d'un algorithme de d�ecodage d'erreur
et d'e�acement � born�e par la distance minimale,

� C = �(E) le code concat�en�e de B et E .

Proposition III.2 Soit l'application �

� : (Fnbq )ne �! (Fqkb [ f1g)ne

y = (y1; : : : ; yne) 7�! �(y) = (��1(
(y1)); : : : ; �
�1(
(yne)))

(III.3)

(avec la convention ��1(1) =1).
Alors 	 = � �� � � est un algorithme de d�ecodage d'erreur du code concat�en�e C de B et

de E , born�e par dbde
2
, autrement dit, pour tout y 2 Fnbneq et pour tout x 2 C, on a

dH(x;y) <
dbde
4

) 	(y) = x:

preuve : Soient x = (x1; : : : ; xne) 2 C, y = (y1; : : : ; yne) 2 Fnbneq . Posons pour tout i

wi = dH(xi; yi);

et, par hypoth�ese,

dH(x;y) =
neX
i=1

wi <
dbde
4
:

Les distances �H et �H sont d�e�nies sur Fqkb [f1g. Supposons que 	(y) = �(�(�(y))) 6=
x. Puisque � est born�e par de, on a (cf. d�e�nition I.26)

�H(�
�1(x);�(y)) =

neX
i=1

�H(�
�1(xi); �

�1(
(yi))) �
de
2
: (III.4)
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C [ f1g E [ f1g

Fnbneq � (Fnbq )ne (Fqkb [ f1g)ne

(B [ f1g)ne

?

�
�
�
�
�
���

Z
Z
Z
Z
Z
Z
Z
ZZ~

?

-

�
�

�

�	


ne (��1)ne

Figure III.1 : D�ecodage na��f d'un code concat�en�e

Par d�e�nition, �H(�
�1(xi); �

�1(
(yi))) 6= 0 si et seulement si 
(yi) 6= xi, et puisque 
 est
born�e par db, on peut �ecrire

�H(�
�1(xi); �

�1(
(yi))) 6= 0) wi = dH(xi; yi) �
db
2
:

Si I = fi j �H(��1(xi); ��1(
(yi))) 6= 0g, on a pour tout i 2 I

wi �
db
2
;

de plus puisque �H est �a valeur dans f0; 1
2
; 1g et que

neX
i=1

�H(�
�1(xi); �

�1(
(yi))) =
X
i2I

�H(�
�1(xi); �

�1(
(yi))) �
de
2
;

le cardinal de I est au moins �egal �a de
2
, d'o�u

neX
i=1

wi �
dbde
4

ce qui contredit l'hypoth�ese. On a donc bien 	(y) = x. 2

Cette borne de dbde
2

n'est pas excellente, puisque qu'on peut esp�erer atteindre dbde.
L'exemple suivant montre qu'il existe, pour au moins un code, des motifs d'erreur de poids
inf�erieur �a dbde

2
, et que 	 ne peut pas d�ecoder.
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Exemple :

Consid�erons le code concat�en�e d�e�ni par les donn�ees suivantes :

� Le code interne B est le code de Hamming binaire H(7; 4; 3), 
 est un al-
gorithme de d�ecodage �a vraisemblance maximale, capable de corriger toute
erreur de poids 1.

� Le code externe E est le code de Reed-Solomon RS(15; 13; 3) sur F16 , � est
l'algorithme d'Euclide �etendu, capable de corriger tout motif de � erreurs et
� e�acements tel que 2�+� < 3, et aucun autre (i.e. � est born�e strictement
par la distance minimale du code).

Le code concat�en�e r�esultant poss�ede une distance minimale sup�erieure ou �egale �a
9. Montrons qu'il existe des motifs d'erreur de poids 4 qui ne sont pas corrigibles
par 	.

Prenons comme mot �emis le mot nul, et supposons que le mot re�cu soit y =
(y1; y2; 0; : : : ; 0) 2 (F42 )

15, tel que wH(y1) = wH(y2) = 2. Ce mot y est �a distance
4 du mot �emis. Par exemple0BBBBBBB@

y1
y2
y3
...
y15

1CCCCCCCA =

0BBBBBBB@

1 1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 0 0 0

1CCCCCCCA
Le code de Hamming �etant un code 1-correcteur parfait, 
(y1) et 
(y2) sont
deux �el�ements non nuls de H(7; 4; 3), et donc ��1(
(y1)) et �

�1(
(y2)) sont deux
�el�ements non nuls de F16 . Dans notre exemple

�(y) = (�; �; 0; : : : ; 0); o�u � 2 F�16 :

Le d�ecodeur externe � doit donc d�ecoder un mot qui contient 2 erreurs ; or

�H(�(y); 0) = 2 > 3=2 ) �(�(y)) 6= 0

car � est born�e strictement par 3. Donc le d�ecodage va �echouer, c'est-�a-dire
aboutir

� soit �a 1,

� soit �a un mot non nul du code concat�en�e �a distance � 5 du mot re�cu.

1.3 Algorithme de Block-Zyablov

Soit C le code concat�en�e de B et E munis comme plus haut des donn�ees suivantes :

� B = B(nb; kb; db) le code interne est muni d'un algorithme de d�ecodage 
, born�e par la
distance minimale db.
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� E = E(ne; ke; de) le code externe est muni d'un algorithme de d�ecodage d'erreur et
d'e�acement � born�e par la distance minimale de.

Pour tout nombre r�eel r, 0 � r < db
2
, on d�e�nit l'algorithme de d�ecodage suivant 
r de B

8 y 2 Fnbq ; 
r(y) =

(

(y) si dH(
(y); y) � r
1 sinon

;

on en d�eduit l'application �r

�r : Fnbneq �! (Fqkb [ f1g)ne

y = (y1; : : : ; yne) 7�! �r(y) = (��1(
r(y1)); : : : ; �
�1(
r(yne)))

et l'algorithme de d�ecodage de C, �r = � � � � �r

�r : Fnbneq �! C [ f1g
y 7�! �r(y) = �(�(�r(y)))

:

Remarque III.3 On a d�e�ni de cette mani�ere une in�nit�e de d�ecodeurs, cependant un
nombre �nis d'entre eux seulement sont distincts, en e�et

8 s 2 [r; r + 1[ ; �s = �r:

On a donc exactement t+ 1 d�ecodeurs distincts �0;�1; : : : ;�t, o�u t = bdb�1
2
c.

D�e�nition III.2 Soit db un entier strictement positif. Pour tout x = (x1; : : : ; xne) 2 Fnbneq ,
et tout y = (y1; : : : ; yne) 2 Fnbneq , on d�e�nit D(x;y), par

D(x;y) =
neX
i=1

min(dH(xi; yi); db):

Proposition III.3 D est une distance sur Fnbneq , domin�ee par la distance de Hamming,

8x 2 Fnbneq ; 8y 2 Fnbneq ; D(x;y) � dH(x;y):

preuve : l'application d : (x; y) 7! min(dH(x; y); db) est une distance sur F
nb
q . En e�et, on

a bien

1. d(x; y) = 0, min(dH(x; y); db) = 0, dH(x; y) = 0, x = y,

2. d(x; y) = min(dH(x; y); db) = d(y; x),

3. si dH(x; y) � db ou dH(y; z) � db, alors

d(x; y) + d(y; z) � db � d(x; z);

sinon d(x; y) = dH(x; y) et d(y; z) = dH(y; z), donc

d(x; y) + d(y; z) = dH(x; y) + dH(y; z) � dH(x; z) � d(x; z):
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Pour x = (x1; : : : ; xne) 2 Fnbneq et y = (y1; : : : ; yne) 2 Fnbneq , on a que

D(x;y) =
neX
i=1

min(dH(xi; yi); db) =
neX
i=1

d(xi; yi);

ce qui entraine que D est une distance. De plus pour tout i, d(xi; yi) � dH(xi; yi), donc
D(x;y) � dH(x;y). 2

Proposition III.4 Soit y 2 Fnbneq . Pour tout entier r, 0 � r � t = bdb�1
2
c, on pose

~yr = �r(y) 2 C [ f1g:

Alors tous les r pour lesquels D(~yr;y) <
dbde
2

(par convention D(1;y) = 1), donnent la
même valeur ~y de ~yr.

On peut alors d�e�nir le d�ecodeur de Block-Zyablov de C, not�e 	 :

8y 2 Fnbneq ; 	(y) =

(
~yr si 9 r; tel que D(~yr;y) <

dbde
2

1 sinon
: (III.5)

preuve : Si x = (x1; : : : ; xne) 2 C et x0 = (x01; : : : ; x
0
ne
) 2 C sont distincts, alors de au

moins de ces ne composantes sont distinctes et, pour chacune d'elles min(dH(xi; x
0
i); db) = db

puisque xi; x
0
i 2 B. Donc

D(x;y) +D(x0;y) � D(x;x0) � dbde;

et on ne peut donc pas avoir simultan�ement D(x;y) et D(x0;y) inf�erieurs �a dbde
2
. 2

Th�eor�eme III.1 Soit C le code concat�en�e de B(nb; kb; db) et E(ne; ke; de) muni d'un d�ecodeur
de Block-Zyablov 	. Alors 	 est un algorithme de d�ecodage de C born�e par dbde.

Autrement dit, pour tout y 2 Fnbneq et pour tout x 2 C on a

dH(x;y) <
dbde
2

) 	(y) = x:

preuve : (due �a T. Ericson [35])
Soient x = (x1; : : : ; xne) 2 C, y = (y1; : : : ; yne); z = (z1; : : : ; zne) 2 Fnbneq . On note

1. 8 i; 1 � i � ne; wi = dH(xi; yi).

2. D la distance de la d�e�nition III.2

D(y; z) =
neX
i=1

min(dH(yi; zi); db):
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3. D�e�nissons la fonction E : R� � [0; db
2
[! f0; 1; 2g par

E(w; r) =

8><>:
0 0 � w � r
1 r < w < db � r
2 w � db � r

o�u w 2 R� et r 2 [0; db
2
[.

Lemme III.1 Pour tout r�eel r, 0 � r � db
2
et pour tout r�eel w > 0, E v�eri�e

les deux propri�et�es suivantes

neX
i=1

E(wi; r) � 2�H(�
�1(x);�r(y)); (III.6)

Z db
2

0
E(w; r)dr = min(w; db): (III.7)

preuve : (du lemme)

� Montrons (III.6). Pour tout i distinguons deux cas :

1. �H(�
�1(xi); �

�1(
r(yi))) = 1=2 : dans ce cas 
r(yi) = 1 car xi 6= 1,
donc wi = dH(xi; yi) > r, sinon on aurait 
r(yi) = xi 6= 1. On en
conclut que E(wi; r) � 1, par d�e�nition de E.

2. �H(�
�1(xi); �

�1(
r(yi))) = 1 : dans ce cas on a 
r(yi) = 
(yi) 2 B et

(yi) 6= xi, donc par l'in�egalit�e triangulaire

wi = dH(yi; xi) � dH(
(yi); xi)� dH(yi; 
(yi)) � db � r:

En e�et 
(yi) 2 B, et xi 2 B �etant distincts, on a dH(
(yi); xi) � db et
dH(yi; 
(yi)) � r, par d�e�nition de 
r. Donc E(wi; r) = 2 par d�e�nition
de E.

Dans ces deux cas on a donc toujours

E(wi; r) � 2�H(�
�1(xi); �

�1(
r(yi)));

ce qui entraine (III.6) puisque par d�e�nition

�H(�
�1(x);�r(y)) =

neX
i=1

�H(�
�1(xi); �

�1(
r(yi))):

� L'�egalit�e (III.7) se d�eduit ais�ement de la �gure suivante qui donne les valeurs
de E(w; r) dans le plan (w; r)
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w

db
2

db

0 1 2

2

Supposons maintenant que dH(x;y) <
dbde
2

et montrons que 	(y) = x. En utilisant les
�equations (III.6) et (III.7), la d�e�nition des wi et le fait que la distance D est domin�ee par
la distance de Hamming, il vient

D(x;y) =
neX
i=1

min(wi; db);

neX
i=1

Z db
2

0
E(wi; r)dr;

Z db
2

0

neX
i=1

E(wi; r)dr � dbmin
r
f�H(�

�1(x);�r(y))g:

Donc

dbde
2

> dbmin
r
f�H(�

�1(x);�r(y))g;

de
2

> min
r
f�H(�

�1(x);�r(y))g

et il existe un nombre r�eel r0 tel que

�H(�
�1(x);�r0(y)) <

de
2
:

D'apr�es la remarque III.3, on peut supposer que r0 est un entier 0 � r0 � t. Comme � est
born�e par de et �

�1(x) 2 E , on a

�r0(y) = �(�(�r0(y))) = x

et la proposition III.4 nous assure alors que

	(y) = x:

2

On a en fait un r�esultat plus fort en utilisant la distance D plutôt que la distance de
Hamming.
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Corollaire III.1 L'algorithme de Block-Zyablov est born�e strictement par dbde pour la m�e-
trique D, c'est-�a-dire que pour tout y 2 Fnbneq et pour tout x 2 C

D(x;y) <
dbde
2

, 	(y) = x:

preuve : Pour obtenir que 	 est born�e par dbde pour D, il su�t de reprendre telle quelle
la preuve pr�ec�edente en utilisant comme hypoth�ese D(x;y) < dbde

2
. Cette borne est stricte

par la d�e�nition même du d�ecodeur de Block-Zyablov (propositon III.4). 2

L'algorithme de d�ecodage peut se d�ecrire comme suit

Algorithme A1 (de Block-Zyablov) Soit y 2 Fnbneq .

1. Pour tout entier r, 0 � r � t, on calcule

~yr = �r(y) 2 C [ f1g:

2. On calcule l'ensemble

R = fr j D(~yr;y) <
dbde
2
g:

3. Si R 6= ;, l'algorithme retourne

	(y) = ~yr0 pour r0 2 R

sinon l'algorithme retourne

	(y) =1:

La validit�e de cet algorithme est assur�ee par la proposition III.4. En particulier le choix
de r0 2 R est indi��erent.

Proposition III.5 L'algorithme A1 respecte la distance D, mais ne respecte pas la distance
de Hamming.

preuve : L'algorithme A1 respecte la distance D par d�e�nition. En e�et, soit y 2 Fnbneq

et soit x 2 C. Si 	(y) 2 C et D(x;y) � D(	(y);y) < dbde
2

alors 	(y) = x par l'in�egalit�e
triangulaire.

En revanche A1 ne respecte pas la distance de Hamming, comme le montre le contre-
exemple suivant :

� Le code interne est le code de Hamming binaire H(7; 4; 3), muni d'un algorithme de
d�ecodage d'erreur �a vraisemblance maximale, capable de corriger tout motif de poids
1.
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� Le code externe est le code de Reed-SolomonRS(15; 11; 5) sur F16 , muni d'un algorithme
de d�ecodage d'erreur et d'e�acement born�e strictement par 5.

On choisit le code de Hamming cyclique de matrice g�en�eratrice

G =

0BBB@
1 0 0 0 1 1 0
0 1 0 0 0 1 1
0 0 1 0 1 1 1
0 0 0 1 1 0 1

1CCCA
Soit � un �el�ement g�en�erateur de F�16 , de polynôme minimal 1 + � + �4. Pour � dans F16 ,

�(�) sera l'image par G de son �ecriture dans la base f1; �; �2; �3g comme le montre la table
suivante :

� �
0 = 0 �! 0000 000 1 = 1 �! 1000 110
� = � �! 0100 011 �4 = 1 + � �! 1100 101
�2 = �2 �! 0010 111 �8 = 1 + �2 �! 1010 001
�5 = � + �2 �! 0110 100 �10 = 1 + � + �2 �! 1110 010
�3 = �3 �! 0001 101 �14 = 1 + �3 �! 1001 011
�9 = � + �3 �! 0101 110 �7 = 1 + � + �3 �! 1101 000
�6 = �2 + �3 �! 0011 010 �13 = 1 + �2 + �3 �! 1011 100
�11 = � + �2 + �3 �! 0111 001 �12 = 1 + � + �2 + �3 �! 1111 111

Nous choisissons pour RS(15; 11; 5) le code de Reed-Solomon dont les z�eros sont �, �2,
�3 et �4. Son polynôme g�en�erateur vaut

g(z) = (z � �)(z � �2)(z � �3)(z � �4) = �10 + �3z + �6z2 + �13z3 + z4:

Soit x le mot de RS(15; 11; 5) dont l'�ecriture polynomiale est

�3 + �12z + �3z2 + �8z3 + �7z6 =
�
�8 + �5z + �7z2

�
g(z);

soit
x = (�3; �12; �3; �8; 0; 0; �7; 0; : : : )

Consid�erons le mot �(x) du code concat�en�e de H(7; 4; 3) et RS(15; 11; 5) et le mot
y 2 F1052 d�e�ni comme suit :

�(x) =

0BBBBBBBBBBBBBBBB@

0001101
1111111
0001101
1010001
0000000
0000000
1101000
0000000

...

1CCCCCCCCCCCCCCCCA
; y =

0BBBBBBBBBBBBBBBB@

0000001
0111111
0000100
1000001
0000000
0000000
0000000
0000000

...

1CCCCCCCCCCCCCCCCA
= �(x) +

0BBBBBBBBBBBBBBBB@

0001100
1000000
0001001
0010000
0000000
0000000
1101000
0000000

...

1CCCCCCCCCCCCCCCCA
:
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On a

�0(y) = �1(y) = 0:

En e�et,

�0(y) = (1;1;1;1; 0; : : : ; 0) et �H(0;�0(y)) = 4 �
1

2
= 2 <

5

2
;

�1(y) = (0; �12; 0; �8; 0; : : : ; 0) et �H(0;�1(y)) = 2 <
5

2
:

et

D(y; 0) =
15X
i=1

min(wH(yi); 3) = 1 + 3 + 1 + 2 = 7 <
15

2
:

L'algorithme A1 donne donc 	(y) = 0, et pourtant

dH(y;�(x)) = 9 < dH(y; 0) = 10:

2

Remarque III.4 En rempla�cant la condition 2 dans l'algorithme A1 par

2bis. Soit r0, l'une des valeurs de r telles que

dH(~yr0 ;y) <
dbde
2
:

on obtient un algorithme de d�ecodage moins performant, mais qui respecte la distance de
Hamming.

D�ecodage au del�a de la distance minimale par l'algorithme de Block-Zyablov
L'algorithme de Block-Zyablov A1 pour le d�ecodage d'un code concat�en�e d'ordre 1 d�ecode
au del�a de la distance minimale pour la m�etrique de Hamming. Ce n'est pas le cas pour la
distance D.

Il est possible de remplacer la conditionnelle de l'algorithme A1 par une condition moins
contraignante. Par exemple, consid�erons l'algorithme
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Algorithme A2 (de Block-Zyablov �etendu) Soit y 2 Fnbneq .

1. Pour tout entier r, 0 � r � t, on calcule

~yr = �r(y) 2 C [ f1g:

2. On calcule l'ensemble

R = fr j dH(~yr;y) = min
1�i�t

(dH(~yi;y))g:

3. Si R 6= ;, l'algorithme retourne

	(y) = ~yr0 pour r0 2 R

sinon l'algorithme retourne

	(y) =1:

Ici, il serait inappropri�e d'utiliser D plutôt que dH , car lorsque l'on consid�ere l'ensemble
des t+1 branches, on veut choisir celle qui aboutit en donnant le mot le plus proche du code
pour la distance de Hamming et non pour la distance D.

Remarque III.5 On n'a pas, dans le cas de l'algorithme A2, d'assurance sur l'unicit�e des
~yr, il est possible que deux valeurs de r donnent des r�esultats di��erents et que ces deux
mots soient �a la même distance de y. Pour conserver le d�eterminisme de l'algorithme, ainsi
que sa lin�earit�e, on peut par exemple choisir toujours le plus grand r, tel que dH(~yr;y) soit
minimal.

Proposition III.6 L'algorithme A2 ne respecte ni la distance de Hamming, ni la distance
D.

preuve : Reprenons pour le contre-exemple le même code concat�en�e que dans la preuve de
la proposition III.5 avec le même mot

x = (�3; �12; �3; �8; 0; 0; �7; 0; : : : ):

Consid�erons le mot �(x) du code concat�en�e de H(7; 4; 3) et RS(15; 11; 5) et le mot
y 2 F1052 d�e�ni comme suit :

�(x) =

0BBBBBBBBBBBBBBBB@

0001101
1111111
0001101
1010001
0000000
0000000
1101000
0000000

...

1CCCCCCCCCCCCCCCCA
; et y =

0BBBBBBBBBBBBBBBB@

1011101
0111111
0001111
1000000
0000000
0000000
0000000
0000000

...

1CCCCCCCCCCCCCCCCA
= �(x) +

0BBBBBBBBBBBBBBBB@

1010000
1000000
0000010
0010001
0000000
0000000
1101000
0000000

...

1CCCCCCCCCCCCCCCCA
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On a

�0(y) = 0 et �1(y) =1:

En e�et,

�0(y) = (1;1;1;1; 0; : : : ; 0) et �H(0;�0(y)) = 2 <
5

2

et

�1(y) = (�13; �12; �3; 0; 0; : : : ; 0) et �(�1(y)) =1:

Donc 	(y) = 0 et pourtant,

D(y;�(x)) = 9 < D(y; 0) = 10

et

dH(y;�(x)) = 9 < dH(y; 0) = 16:

2

1.4 D�ecodage partiel d'un code concat�en�e

Supposons donn�es :

� B = B(nb; kb; db) un code lin�eaire sur Fq muni d'un algorithme de d�ecodage 
, lin�eaire
et born�e par la distance minimale db, on suppose de plus que cet algorithme respecte
la distance de Hamming.

� B0 = B0(nb; k0b; d
0
b) � B le code interne.

� E = E(ne; ke; de) sur F
q
k0
b
le code externe est muni d'un algorithme de d�ecodage d'erreur

et d'e�acement � born�e par la distance minimale de.

� � un isomorphisme Fq -lin�eaire

� : F
q
k0
b
�! B0

x 7�! �(x):
(III.8)

On pose � = �ne

� C = �(E) le code concat�en�e de B0 et E .

� V tel que B0 � V = B. On note � la projection de B sur B0 parall�element �a V

� : B �! B0

x 7�! �(x)
(III.9)
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1.4.1 D�e�nition

A partir de l'algorithme 
 et de �, on peut d�e�nir un algorithme de d�ecodage d'erreur 
0 de
B0, born�e par db, par 
0 = � � 
.

Comme pour le d�ecodage de Block-Zyablov des codes concat�en�es d'ordre 1, on peut d�e�nir
les algorithmes de d�ecodage d'erreur suivants :

Pour tout nombre r�eel r, 0 � r < db
2
, on d�e�nit l'algorithme de d�ecodage 
r de B0

8 y 2 Fnbq ; 
r(y) =

(

0(y) = �(
(y)) si dH(
(y); y) � r
1 sinon

;

on en d�eduit l'application �r

�r : Fnbneq �! (F
q
k0
b
[ f1g)ne

y = (y1; : : : ; yne) 7�! �r(y) = (��1(
r(y1)); : : : ; �
�1(
r(yne)))

et l'algorithme de d�ecodage de C d�e�ni par �r = � � � � �r

�r : Fnbneq �! C [ f1g
y 7�! �r(y) = �(�(�r(y)))

: (III.10)

Remarque III.6 La d�e�nition des �r n'est pas strictement �equivalente �a celle donn�ee dans
la section 1.3. En e�et dans la d�e�nition de 
r, la condition pour que 
r(y) = 
0(y) devrait
être dH(


0(y); y) � r et non dH(
(y); y) � r.
Notons �egalement que si l'on change de projection � : B ! B0, on modi�e la d�e�nition

du d�ecodage.
Ces di��erences n'alt�erent pas, comme nous le verrons, les propri�et�es de l'algorithme.

Proposition III.7 Soit y 2 Fnbneq . Pour tout entier r, 0 � r � t = bdb�1
2
c, on pose

~yr = �r(y) 2 C [ f1g:

Alors tous les r pour lesquels dH(~yr;y) <
dbde
2

(par convention dH(1;y) =1), donnent la
même valeur ~y de ~yr.

On peut alors d�e�nir un d�ecodeur 	 de C

8y 2 Fnbneq ; 	(y) =

(
~yr si 9 r; dH(~yr;y) <

dbde
2

1 sinon
: (III.11)

preuve : La preuve est identique �a celle de la proposition III.4. 2

D�e�nition III.3 L'algorithme de d�ecodage 	 donn�e par la proposition pr�ec�edente sera ap-
pel�e algorithme de d�ecodage partiel de C par rapport �a B.



78 Chapitre III. Codes concat�en�es

C [ f1g E [ f1g

Fnbneq � (Fnbq )ne (F
q
k0
b
[ f1g)ne

(B [ f1g)ne (B0 [ f1g)ne

?
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-

�

-
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��
��
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Figure III.2 : D�ecodage partiel d'un code concat�en�e
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Remarque III.7 Nous ne donnons pas �a l'algorithme 	 d�e�ni dans la proposition III.7, le
nom de d�ecodeur partiel de Block-Zyablov de C, nous pr�ef�erons r�eserver cette appellation �a
un algorithme plus g�en�eral qui sera d�ecrit dans la proposition III.10.

Th�eor�eme III.2 Soit C le code concat�en�e de B0 = B0(nb; k
0
b; d

0
b) et E = E(ne; ke; de) et soit

B = B(nb; kb; db) un sur-code de B0. L'algorithme de d�ecodage partiel 	 de C par rapport �a
B est born�e par dbde.

Autrement dit, pour tout y 2 Fnbneq et pour tout x 2 C, on a

dH(x;y) <
dbde
2

) 	(y) = x:

preuve : La preuve est identique �a la celle du th�eor�eme III.1, en rempla�cant B par B0 et 

par 
0, exception faite de la propri�et�e (III.6)

8 r r�eel; 0 � r <
db
2
;

neX
i=1

E(wi; r) � 2�H(�
�1(x);�r(y)): (III.6bis)

qui reste vraie, mais pour laquelle il nous faut donner une justi�cation di��erente :

Pour tout i distinguons deux cas :

1. �H(�
�1(xi); �

�1(
r(yi))) = 1=2 : dans ce cas 
r(yi) = 1 car xi 6= 1, donc wi =
dH(xi; yi) > r, sinon on aurait 
r(yi) = xi 6= 1. On en conclut que E(wi; r) � 1, par
d�e�nition de E.

2. �H(�
�1(xi); �

�1(
r(yi))) = 1 : dans ce cas on a 
r(yi) = 
0(yi) = �(
(yi)) 2 B et

r(yi) 6= xi, donc �egalement 
(yi) 2 B et 
(yi) 6= xi, et par l'in�egalit�e triangulaire

wi = dH(yi; xi) � dH(
(yi); xi)� dH(yi; 
(yi)) � db � r:

En e�et 
(yi) 2 B, et xi 2 B �etant distincts, on a dH(
(yi); xi) � db et dH(yi; 
(yi)) � r,
par d�e�nition de 
r. Donc E(wi; r) = 2 par d�e�nition de E.

Dans ces deux cas on a donc toujours

E(wi; r) � 2�H(�
�1(xi); �

�1(
r(yi)));

ce qui entraine (III.6bis) puisque par d�e�nition

�H(�
�1(x);�r(y)) =

neX
i=1

�H(�
�1(xi); �

�1(
r(yi))):

2
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1.4.2 D�ecodage partiel de Block-Zyablov

Nous d�esirons un algorithme plus g�en�eral que celui expos�e ci-dessus. Si 	 est un algorithme de
d�ecodage partiel de C par rapport �a B, nous voulons que 	 v�eri�e la propri�et�e suppl�ementaire

8y 2 Fnbneq ; 8x 2 C; 8v 2 Vne ; dH(x+ v;y) <
dbde
2

) 	(y) = x: (III.12)

Proposition III.8 Soit C le code concat�en�e de B0 et E. Si pour tout nombre r�eel r, 0 � r <
db
2
, �r est d�e�ni par (III.10), alors on a

8y 2 Fnbneq ; 8v 2 Vne; �r(y + v) = �r(y):

preuve : Comme V � B, et 
 est lin�eaire, on peut �ecrire

8 y 2 Fnbq ; 8 v 2 V; 
(y + v) = 
(y) + v;

et
8 y 2 Fnbq ; 8 v 2 V; 
0(y + v) = �(
(y + v)) = �(
(y) + v) = 
0(y):

On en d�eduit imm�ediatement pour tout r

8 y 2 Fnbq ; 8 v 2 V; 
r(y + v) = 
r(y)

puisque dH(
(y + v); y + v) = dH(
(y); y) Le r�esultat s'ensuit. 2

Dans la proposition III.7 qui d�ecrit le d�ecodage partiel d'un code concat�en�e, on est
amen�e �a calculer pour tout entier r, 0 � r � t, le vecteur ~yr = �r(y). Si dH(x;y) <

dbde
2
,

alors il existe une valeur de r telle que ~yr = x. Pour trouver ce r, il su�t de v�eri�er que
dH(~yr;y) <

dbde
2
.

Si on suppose que l'on a seulement dH(x + v;y) < dbde
2

pour un certain v 2 Vne, alors,
d'apr�es la proposition III.8, il existe une branche r de l'algorithme telle que ~yr = x. En e�et

dH(x;y� v) <
dbde
2

) 9 r0; �r0(y � v) = x;

et �r0(y) = x puisque �r0(y � v) = �r0(y).
Il n'est pourtant pas certain que dH(~yr0;y) <

dbde
2
. Si l'on prend par exemple v =

(v1; v2; : : : ; vne), avec vi 6= 0 pour au moins de coordonn�ees, alors wH(v) � dbde et on a

dH(~yr0;y) � dH(~yr0; ~yr0 + v)� dH(y; ~yr0 + v) > wH(v)�
dbde
2

donc

dH(~yr0;y) >
dbde
2
:
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Il faut donc trouver un crit�ere autre que la distance de Hamming pour rep�erer la bonne
branche.

Soit y = (y1; : : : ; yne) 2 Fnbneq , on pose

8 i; wi =

(
db
2

si 
(yi) =1
min(db

2
; dH(yi; 
(yi))) sinon

:

Pour tout x = (x1; : : : ; xne) 2 B
0ne , on pose

8 i; Wi(xi) =

(
wi si xi = 
0(yi) = �(
(yi))
db � wi sinon

et

Wy(x) =
neX
i=1

Wi(xi):

Proposition III.9

8y 2 Fnbneq ; 8x 2 C; 8v 2 Vne ; Wy(x) � dH(y;x+ v):

preuve : Soient

x = (x1; : : : ; xne) 2 C; v = (v1; : : : ; vne) 2 V
ne ; y = (y1; : : : ; yne) 2 Fnbneq ;

tels que

dH(y;x+ v) <
dbde
2
:

Posons
z = (z1; : : : ; zne) = x+ v;

et notons que pour tout i, xi; vi 2 B, donc zi 2 B.

Pour tout i, on a Wi(xi) � dH(zi; yi), en e�et

� si xi = 
0(yi) (donc Wi(xi) = wi)

{ si zi = 
(yi), alors

dH(zi; yi) = dH(
(yi); yi) � wi = Wi(xi)

{ si zi 6= 
(yi) 2 B

dH(zi; yi) � dH(
(yi); yi) � wi = Wi(xi)

car 
 respecte la distance de Hamming.

� sinon xi 6= 
0(yi), donc 
(yi) 6= zi (et Wi(xi) = db � wi)
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{ si 
(yi) =1, alors wi =
db
2
, et donc puisque 
 est born�e par db

dH(zi; yi) �
db
2
= db � wi =Wi(xi)

{ si zi 6= 
(yi) 2 B et wi =
db
2
, 
 est born�e par db, donc

dH(zi; yi) �
db
2
= db � wi =Wi(xi)

{ si zi 6= 
(yi) 2 B et wi = dH(yi; 
(yi)), par l'in�egalit�e triangulaire, on a

dH(zi; yi) � dH(zi; 
(yi))� dH(yi; 
(yi)) � db � wi =Wi(xi)

donc

Wy(x) =
neX
i=1

Wi(xi) � dH(z;y):

2

Proposition III.10 Soit y 2 Fnbneq . Pour tout entier r, 0 � r � t = bdb�1
2
c, posons

~yr = �r(y) 2 C [ f1g:

Alors tous les r pour lesquels

Wy(~yr) <
dbde
2

donnent la même valeur ~y de ~yr, on pose alors

	(y) = ~y;

et si aucun r ne v�eri�e Wy(~yr) <
dbde
2
, on pose

	(y) =1:

On dira que 	 est un d�ecodeur partiel de Block-Zyablov de C par rapport �a B.

preuve : Soient x = (x1; : : : ; xne) et x
0 = (x01; : : : ; x

0
ne
) deux �el�ements distincts de C, soit

J � [1; ne], l'ensemble des positions pour lesquelles �
�1(x) 2 E et ��1(x0) 2 E di��erent,

8 i 2 J; xi 6= x0i:

Le cardinal de J est au moins �egal �a de, la distance minimale de E . Pour i 2 J , on ne peut
pas avoir simultan�ement Wi(xi) = wi et Wi(x

0
i) = wi, sinon xi = 
0(yi) = x0i, donc

8 i 2 J; Wi(xi) +Wi(x
0
i) 2 fwi + (db � wi); 2(db � wi)g;

et donc
8 i 2 J; Wi(xi) +Wi(x

0
i) � db;
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donc en sommant sur J , on a

Wy(x) +Wy(x
0) � dbde:

Ces deux nombres ne peuvent donc pas être simultan�ement strictement inf�erieur �a dbde
2
, d'o�u

le r�esultat. 2

L'algorithme de d�ecodage peut se d�ecrire comme suit.

Algorithme A3 Soit y 2 Fnbneq .

1. Pour tout entier r, 0 � r � t, on calcule

~yr = �r(y) 2 C [ f1g:

2. On calcule l'ensemble

R = fr jWy(~yr) <
dbde
2
g:

3. Si R 6= ;, l'algorithme retourne

	(y) = ~yr0 pour r0 2 R;

sinon l'algorithme retourne

	(y) =1:

Proposition III.11 Soit 	 d�e�ni par l'algorithme A3, on a

8y 2 Fnbneq ; 8x 2 C; 8v 2 Vne ; dH(x + v;y) <
dbde
2

) 	(y) = x:

preuve : Soient

y 2 Fnbneq ; x 2 C; v 2 Vne;

tels que

dH(x + v;y) <
dbde
2
:

D'apr�es la proposition III.9,

Wy(x) � dH(x+ v;y) <
dbde
2

et d'apr�es le th�eor�eme III.2, on a

	(y� v) = x;
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donc il existe r0 tel que
�r0(y � v) = x:

D'apr�es la proposition III.8, on a donc

�r0(y) = x

et en�n, d'apr�es la proposition III.10

	(y) = �r0(y) = x:

2

Proposition III.12 L'algorithme A3 ne respecte pas la distance de Hamming.

preuve : Pour construire un contre-exemple nous consid�erons le cas trivial B = B0. Le code
concat�en�e est celui de la preuve de la proposition III.5. Soit le mot de RS(15; 11; 5) :

x = (�10; �3; �6; �13; 1; 0; : : : )

Consid�erons le mot �(x) du code concat�en�e de H(7; 4; 3) et RS(15; 11; 5), et le mot
y 2 F1052 d�e�nit comme suit :

�(x) =

0BBBBBBBBBBB@

1110010
0001101
0011010
1011100
1000110
0000000

...

1CCCCCCCCCCCA
; et y =

0BBBBBBBBBBB@

1110011
0000001
0001000
1111100
0000000
0000000

...

1CCCCCCCCCCCA
= �(x) +

0BBBBBBBBBBB@

0000001
0001100
0010010
0100000
1000110
0000000

...

1CCCCCCCCCCCA
On a

�0(y) = �1(y) = 0;

en e�et,

�0(y) = (1;1;1;1; 0; 0; : : : ; 0) et �H(0;�0(y)) = 2 <
5

2
;

�1(y) = (�10; 0; 0; �13; 0; 0; : : : ; 0) et �H(0;�1(y)) = 2 <
5

2
:

Donc 	(y) = 0 et pourtant

W1(0) = 3� 1 = 2; W2(0) = 1; W3(0) = 1; W4(0) = 3� 1 = 2; 8 i > 4; Wi(0) = 0;

donc

Wy(0) = 6 <
15

2
et

dH(y;�(x)) = 9 < dH(y; 0) = 12:

2
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2 Evaluation des performances des codes concat�en�es

d'ordre 1

� Soit C le code concat�en�e admettant comme code interne B(nb; kb; db) sur Fq , et comme
code externe E(ne; ke; de) sur Fqkb .

� Soit 
 un algorithme de d�ecodage d'erreur de B, soit � un algorithme de d�ecodage
d'erreur et d'e�acement de E , ces deux algorithmes �etant born�es par la distance mini-
male.

� Soient P0(x), P1(x), et P2(x), les polynômes des motifs corrigibles, des motifs non
corrigibles et des motifs erron�es de B pour l'algorithme 
.

� Soit �H la distance de Hamming g�en�eralis�ee sur Fqkb [ f1g, 
H le poids de Hamming
g�en�eralis�e sur Fqkb [f1g, dH la distance de Hamming sur Fq , et wH le poids de Hamming
sur Fq .

2.1 Distribution des poids des codes concat�en�es d'ordre 1

Lemme III.2 Pour tout entier r, 1 � r � ne � de, on a

db(de+r)�1X
w=dbde

Aw(C) �
de+r�1X
i=de

Ai(E):

preuve : Soit c 2 C de poids w strictement inf�erieur �a db(de+r). Le vecteur �
�1(c) poss�ede

au plus de + r � 1 coordonn�ees non nulles, dans le cas contraire puisque B a pour distance
minimale db, on aurait w � db(de + r), d'o�u l'in�egalit�e. 2

Proposition III.13 Soit un entier w tel que dbde � w � nbne. On a

Aw(C) �

b w
db
cX

i=de

Ai(E):

preuve : Notons d'abord que pour w � dbne, l'in�egalit�e est triviale puisqu'on a alors
Aw(C) � jEj = jCj.

Si w < dbne, on pose r = b w
db
c�de+1. On a alors dbde � w < db(de+ r) et en appliquant

le lemme III.2 pour cette valeur de r on obtient

db(de+r)�1X
j=dbde

Aj(C) �
de+r�1X
i=de

Ai(E) =

b w
db
cX

i=de

Ai(E);

donc en particulier

Aw(C) �

b w
db
cX

i=de

Ai(E):

2
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2.2 Evaluation de l'algorithme na��f

Soit 	 = � � � l'algorithme de d�ecodage d'erreur de C pr�esent�e dans la section 1.2 de ce
chapitre, o�u � : (m1; : : : ; mne) 7! (
(m1); : : : ; 
(mne)).

Lemme III.3 X
m2F

nbne
q

xwH(m)y2
H(�(m)) = (P0(x) + P1(x)y + P2(x)y
2)ne: (III.13)

preuve : Soit � : Fqkb [ f1g ! f0; 1
2
; 1g l'application d�e�nie par

�(a) =

8><>:
0 si a = 0
1
2

si a =1
1 si a 6= 0; et a 6=1:

Dans la notation du chapitre I, �(a) = �H(a; 0).
Pour a = (a1; : : : ; ane) 2 (Fqkb [ f1g)ne, on a


H(a) =
nX
i=1

�(ai):

Si l'on revient aux d�e�nitions des polynômes �enum�erateurs des motifs d'erreur pour le
code interne, on a

P0(x) =
X

m2Fneq ; 
(m)=0

xwH(m);

P1(x) =
X

m2Fneq ; 
(m)=1

xwH(m);

P2(x) =
X

m2Fneq ; 
(m)2Bnf0g

xwH(m)

et ces trois polynômes �enum�erent tous les motifs possibles. On a doncX
m2F

nb
q

xwH(m)y2�(
(m)) = P0(x) + P1(x)y + P2(x)y
2n

et en �elevant �a la puissance ne le premier terme de cette �egalit�e, on obtient

(
X

m2F
nb
q

xwH(m)y2�(
(m)))ne =
X

(m1;:::;mne )2(F
nb
q )

ne

x
Pne

i=1
wH(mi)y2

Pne

i=1
�(
(mi)):

Si on pose m = (m1; : : : ; mne), on a

wH(m) =
neX
i=1

wH(mi) et 
H(�(m)) =
neX
i=1

�(
(mi));

ce qui ach�eve la d�emonstration de (III.13). 2
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Proposition III.14 Soit le polynôme Q(x; y) 2 Z[x; y] d�e�ni par

Q(x; y) = (P0(x) + P1(x)y + P2(x)y
2)ne:

Si � est born�e strictement par de, alors

PC(x) =
de�1X
i=0

[yi]Q(x; y)

est le polynôme des motifs corrigibles de C pour l'algorithme 	.

preuve : D'apr�es le lemme III.3, on a

Q(x; y) =
X

m2F
nbne
q

xwH(m)y2
H(�(m))

et puisque � est born�e strictement par de, on peut �ecrire

	(m) = �(�(m)) = 0, 2
H(�(m)) < de;

donc
de�1X
i=0

[yi]Q(x; y) =
X

m2F
nbne
q ;	(m)=0

xwH(m);

qui est exactement la d�e�nition du polynôme des motifs corrigibles. 2

2.3 Evaluation de l'algorithme de Block-Zyablov

Soit 	 un d�ecodeur de Block-Zyablov (algorithme A1, page 72) de C.
Nous rappelons que pour tout x = (x1; : : : ; xne) 2 Fnbneq et tout y = (y1; : : : ; yne) 2 Fnbneq ,

on d�e�nit D(x;y) par

D(x;y) =
neX
i=1

min(dH(xi; yi); db):

Cette d�e�nition d�epend de la distance minimale db du code interne.

Lemme III.4 Soit PC(x) le polynôme des motifs corrigibles de C pour l'algorithme de Block-
Zyablov, on a

PC(x) =
X

m2F
nbne
q ;D(m;0)<

dbde
2

xwH(m)

preuve : L'algorithme de Block-Zyablov est born�e strictement par dbde pour la distance D,
donc

8m 2 Fnbneq ; 	(m) = 0, D(m; 0) <
dbde
2
;

d'o�u le r�esultat. 2
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Proposition III.15 On pose

Q(x; y) =

0B@ X
m2F

nb
q

xwH(m)ymin(wH(m);db)

1CA
ne

:

Le polynôme des motifs corrigibles de C pour l'algorithme A1 de Block-Zyablov est �egal �a

PC(x) =

dbde
2X

i=0

[yi]Q(x; y):

preuve :0B@ X
m2F

nb
q

xwH(m)ymin(wH(m);db)

1CA
ne

=
X

(m1;:::;mne )2F
nbne
q

x
Pne

i=1
wH(mi)y

Pne

i=1
min(wH(mi);db);

donc

Q(x; y) =
X

m2F
nbne
q

xwH(m)yD(m;0):

En utilisant le lemme III.4, on obtient le r�esultat. 2

2.4 Evaluation de l'algorithme de Block-Zyablov �etendu

Soit 	 un d�ecodeur de Block-Zyablov �etendu (algorithmeA2, page 75) de C. On pose t = bdb
2
c,

rappelons que pour d�ecrire 	 on d�e�nit pour tout entier r, 0 � r � t,

� un algorithme de d�ecodage de B

8m 2 Fnbq ; 
r(m) =

(

(m) si dH(
(m); m) � r
1 sinon

;

� une application �r

�r : Fnbneq �! (Fqkb [ f1g)ne

m = (m1; : : : ; mne) 7�! �r(m) = (��1(
r(m1)); : : : ; �
�1(
r(mne)))

o�u � est un isomorphisme �x�e de Fqkb sur B,

� et un algorithme de d�ecodage �r = � � � � �r du code concat�en�e C

�r : Fnbneq �! E [ f1g
m 7�! �r(m) = �(�(�r(m))):



2. Evaluation des performances des codes concat�en�es d'ordre 1 89

Pour tout entier r, 0 � r � ne, on notera

P0;r(x) = [xr]P0(x)x
r

le monôme de degr�e r de P0(x), c'est-�a-dire le polynôme �enum�erateur des motifs corrigibles
de poids r, et

P2;r(x) =
X

m2F
nb
q ; 
(m)2Cnf0g; dH(m;
(m))=r

xwH(m)

le polynôme �enum�erateur des motifs d'erreur qui sont corrig�es de fa�con erron�ee en exactement
r positions.

Le polynôme
rX

i=0

P0;i(x)

est le polynôme des motifs corrigibles de B pour 
r, le polynôme

rX
i=0

P2;i(x)

est le polynôme des motifs erron�es de B pour 
r et le polynôme

P1(x) +
neX

i=r+1

(P2;i(x) + P0;i(x))

est le polynôme des motifs non corrigibles de B pour 
r.

Remarque III.8 Notons que l'on a

nbX
i=0

(P0;i(x) + P2;i(x)) + P1(x) = (1 + (q � 1))nb

c'est-�a-dire que tous les motifs sont �enum�er�es par ces polynômes une et une seule fois.

Lemme III.5

X
m2F

nbne
q

xwH(m)
tY

j=0

y
2
H(�j(m))
j =

0@ tX
i=0

P0;i(x)
i�1Y
j=0

yj + P1(x)
tY

j=0

yj +
tX

i=0

P2;i(x)
i�1Y
j=0

yj
tY

j=i

y2j

1Ane

(III.14)

preuve : On pose

P (x; y0; : : : ; yt) =
tX

i=0

P0;i(x)
i�1Y
j=0

yj + P1(x)
tY

j=0

yj +
tX

i=0

P2;i(x)
i�1Y
j=0

yj
tY

j=i

y2j :

Pour tout motif m 2 Fnbq , on a
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� m est corrigible pour 
i si et seulement si 2�(
i(m)) = 0,

� m est non corrigible pour 
i si et seulement si 2�(
i(m)) = 1,

� m est erron�e pour 
i si et seulement si 2�(
i(m)) = 2.

Par d�e�nition on a

� pour tout i, 0 � i � t, P0;i(x) �enum�ere des motifs qui sont corrigibles pour 
i; : : : ; 
t,
et non corrigibles pour 
0; : : : ; 
i�1, c'est-�a-dire des motifs tels que 2�(
j(m)) = 0 pour
i � j � t, et 2�(
j(m)) = 1 pour 0 � j � i� 1,

� pour tout i, 0 � i � t, P2;i(x) �enum�ere des motifs non corrigibles pour 
0; : : : ; 
i�1, et
erron�es pour 
i; : : : ; 
t, c'est-�a-dire des motifs tels que 2�(
j(m)) = 1 pour 0 � j � i�1,
et 2�(
j(m)) = 2 pour i � j � t,

� P1(x) �enum�ere des motifs non corrigibles pour 
0; : : : ; 
t, c'est-�a-dire des motifs tels
que 2�(
j(m)) = 1 pour 0 � j � t.

D'apr�es la remarque III.8 tous les �el�ement de Fnbq sont compt�e dans un et un seul des poly-
nômes (P0;i(x))0�i�t, (P2;i)0�i�t et P1(x), on a donc

X
m2F

nb
q

xwH(m)
tY

j=0

y2�(
j(m)) = P (x; y0; : : : ; yt):

En �elevant le terme de droite de cette �egalit�e �a la puissance ne on obtient0B@ X
m2F

nb
q

xwH(m)
tY

j=0

y2�(
j(m))

1CA
ne

=
X

(m1;:::;mne )2F
nbne
q

x
Pne

i=1
wH(mi)

tY
j=0

y2
Pne

i=1
�(
j (mi))

et en�n, il est clair que

X
(m1;:::;mne )2F

nbne
q

x
Pne

i=1
wH(mi)

tY
j=0

y2
Pne

i=1
�(
j(mi)) =

X
m2F

nbne
q

xwH(m)
tY

j=0

y
2
H(�j(m))
j :

On en d�eduit (III.14). 2

D�e�nition III.4 On dira que le polynôme p(x1; : : : ; xn) 2 Z[x1; : : : ; xn] est inf�erieur au
polynôme q(x1; : : : ; xn) 2 Z[x1; : : : ; xn] et on notera

p(x1; : : : ; xn) � q(x1; : : : ; xn)

si pour tout (i1; : : : ; in) 2 Nn ,

[
nY

r=1

xirr ]p(x1; : : : ; xn) � [
nY

r=1

xirr ]q(x1; : : : ; xn):
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2.4.1 Majoration des performances de l'algorithme

Proposition III.16 Soit Q(x; y0; : : : ; yt) le polynôme de Z[x; y0; : : : ; yt] d�e�ni par

Q(x; y0; : : : ; yt) = P (x; y0; : : : ; yt)
ne ;

o�u

P (x; y0; : : : ; yt) =
tX

i=0

P0;i(x)
i�1Y
j=0

yj + P1(x)
tY

j=0

yj +
tX

i=0

P2;i(x)
i�1Y
j=0

yj
tY

j=i

y2j :

Soit PC(x) le polynôme des motifs corrigibles de C pour l'algorithme de Block-Zyablov
�etendu. Si � est born�e strictement par de, alors

PC(x) �
X

(s0;:::;st)2N
t+1

min0�j�t(sj)<de

[
tY

j=0

y
sj
j ]Q(x; y0; : : : ; yt): (III.15)

preuve : Si 	(m) = 0, alors il existe r, 0 � r � t, tel que 2
H(�r(m)) < de, doncn
m 2 Fnbneq j 	(m) = 0

o
�
�
m 2 Fnbneq j min

0�r�t
(2
H(�r(m))) < de

�
:

On a donc

PC(x) =
X

m2F
nbne
q ;	(m)=0

xwH(m) �
X

m2F
nbne
q ;min0�r�t(2
H(�r(m)))<de

xwH(m):

Or d'apr�es le lemme III.5, on a

Q(x; y0; : : : ; yt) =
X

m2F
nbne
q

xwH(m)
tY

j=0

y2
H(�r(m))
r ;

donc

X
(s0;:::;st)2N

t+1

min0�j�t(sj)<de

[
tY

j=0

y
sj
j ]Q(x; y0; : : : ; yt) =

X
m2F

nbne
q ;min0�r�t(2
H(�r(m)))<de

xwH(m);

d'o�u (III.15). 2

Remarque III.9 (Pourquoi n'a-t'on-qu'une in�egalit�e?) Les motifs que nous �enum�e-
rons dans la proposition ci-dessus sont ceux v�eri�ant :

\il existe une des t+1 branches de l'algorithme de Block-Zyablov qui aboutit
au mot nul."
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Cela signi�e que le motif est �enum�er�e dans un monôme dont le degr�e en l'un au moins des
yi est inf�erieur strictement �a de.

Les motifs corrigibles sont ceux v�eri�ant :

\il existe une des t+1 branches de l'algorithme de Block-Zyablov qui aboutit
au mot nul et aucune des autres n'aboutit �a un mot de code plus proche."

On peut envisager que �0(m) = 0 et 	(m) 6= 0, comme le montre l'exemple suivant.

Exemple : Nous reprenons le code concat�en�e admettant comme code interne
le code de Hamming binaire H(7; 4; 3) et comme code externe le code de Reed-
Solomon RS(15; 11; 5) (cf. 72)

Soit c le mot de RS(15; 11; 5) dont l'ecriture polynomiale est

1 + z4 + z6 + z7 + z8 =
�
�5 + �13z + �11z2 + �6z3 + z4

�
g(z)

et l'�ecriture vectorielle

c = (�3; �12; �3; �8; 0; 0; �7; 0; : : : )

Consid�erons le mot �(c) du code concat�en�e de H(7; 4; 3) et RS(15; 11; 5), et le
mot m 2 F1052

�(c) =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

1000110
0000000
0000000
0000000
1000110
0000000
1000110
1000110
1000110
0000000

...

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

; et m =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

0000000
0000000
0000000
0000000
0000110
0000000
0000110
0000110
0000110
0000000

...

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

= �(c) +

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

1000110
0000000
0000000
0000000
1000000
0000000
1000000
1000000
1000000
0000000

...

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
On a

�0(m) = 0 et �1(m) = c:

En e�et,

�0(m) = (0; 0; 0; 0;1; 0;1;1;1; 0; : : :) et �H(0;�0(m)) = 2 <
5

2
;

�1(m) = (0; 0; 0; 0; 1; 0; 1; 1; ; 1; 0; : : :) et �H(c;�1(m)) = 1 <
5

2
et

dH(m;�(c)) = 7 et dH(m; 0) = 8;

ce qui donne
	(m) = �(c) 6= 0:

Donc dans ce cas particulier, on a un motifm qui est corrigible par �0 et erron�e
par 	, donc pour le code concat�en�e de cet exemple l'in�egalit�e (III.15) est stricte.
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2.4.2 Minoration des performances de l'algorithme

Il semble malheureusement di�cile d'obtenir une borne inf�erieure pertinente pour les per-
formances de l'algorithme de Block-Zyablov �etendu. Nous pensons toutefois que la borne
sup�erieure obtenue plus haut est proche de la valeur exacte.

On peut tenter de majorer le nombre de motifs corrigibles pour l'un des �i et erron�e
pour 	. Ce nombre est major�e par le nombre de motifs tels qu'une branche de l'algorithme
aboutit au mot nul et une au moins des autres branches aboutit �a un mot de code non nul.

Un tel motif m v�eri�e

9 c 2 C n f0g; wH(m) � dH(m; c):

Autrement dit, m est dans une boule de rayon wH(m) centr�ee en un mot non nul du code.
On pose pour c 2 C,

Er(c) = fm 2 Fnbneq j wH(m) = r; dH(m; c) � rg:

Le cardinal de Er(c) est connu et ne d�epend que de w = wH(c) ; on le notera donc Er(w).
L'enum�erateur des poids d'une boule de rayon r centr�ee en un mot de poids w est �egal �a

fw;r(x) =
X

0�i+j�r

 
w

i

! 
n� w

j

!
(q � 1)j(1 + (q � 2)x)ixw�i+j

et
jEr(w)j = [xr]fw;r(x):

Le nombre de motifs de poids r corrigibles par l'un des �i mais pas par 	, est born�e par

2rX
w=dbde

Aw(C)jEr(w)j:

En utilisant le lemme III.2, le nombre de motifs de poids r corrigibles pour l'un des �i

mais pas par 	, est born�e par

max
dbde�w�2r

jEr(w)j

b 2r
db
cX

i=de

Ai(E):

Ce nombre peut être calcul�e lorsque l'on connait la distribution des poids du code externe.

2.5 Exemple : Un code C(105; 44; 15) binaire

� Le code interne est le code de Hamming binaire H(7; 4; 3), muni d'un algorithme de
d�ecodage d'erreur �a vraisemblance maximale, capable de corriger tout motif d'erreur
de poids 1.

� Le code externe est le code de Reed-SolomonRS(15; 11; 5) sur F16 , muni d'un algorithme
de d�ecodage d'erreur et d'e�acement born�e strictement par 5.
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� Le code concat�en�e de B et E , est un code de longueur 105 de dimension 44 et de
distance minimale 15.

Pour le code de Hamming on a

P0(x) = 1 + 7x; P1(x) = 0; P2(x) = 21x2 + 35x3 + 35x4 + 21x5 + 7x6 + x7

et

P0;0(x) = 1; P0;1(x) = 7x; P2;0(x) = 7x3 + 7x4 + x7; P2;1(x) = 21x2 + 28x3 + 28x4 + 7x6:

La table III.1 donne pour chaque poids w, le rapport du nombre de motif corrigibles au
nombre total de motifs de poids w, et ce pour les trois algorithmes dont l'�evaluation est
d�ecrite dans cette section.

On notera que la di��erence entre l'algorithme na��f et l'algorithme de Block-Zyablov
�etendu est tr�es faible, puisqu'elle ne d�epasse pas 2% en valeur relative.

La borne inf�erieure de l'algorithme de Block-Zyablov �etendu ne fourni pas de valeurs
interessantes, sauf pour le poids w = 8, pour lequel on obtient une proportion de d�ecodage
correct sup�erieure ou �egale �a 0:9477.

2.6 Evaluation du d�ecodage partiel des codes concat�en�es

Tous les r�esultats obtenus pour l'algorithme de Block-Zyablov �etendu sont valables pour
l'algorithme partiel de Block-Zyablov.

En e�et, la seule di��erence entre ces deux d�ecodages r�eside dans la fonction qui permet
de choisir parmi les branches qui ont abouti. L'encadrement obtenu dans 2.4 n'a pas fait
intervenir la fa�con dont le choix entre les branches s'op�ere.

Proposition III.17 Nous reprenons les notations de la section 1.4.
Le motif d'erreur e 2 Fnbneq est corrigible pour le code concat�en�e C par l'algorithme de

d�ecodage partiel de Block-Zyablov 	 si et seulement si

8x 2 C; 9v 2 Vne; 	(x+ v + e) = x:

preuve : Cette propri�et�e ce d�eduit aisement de la lin�earit�e de 	, et de la proposition III.8.
2

3 Codes concat�en�es g�en�eralis�es

3.1 D�e�nition

3.1.1 Codes concat�en�es d'ordre 2

Soient deux codes lin�eaires sur Fq de même longueur B1(nb; k1;b+k2;b; d1;b) et B2(nb; k2;b; d2;b),
tels que B2 � B1.
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w na��f B-Z �etendu B-Z
(borne sup�erieure)

< 6 1 1 1
6 0.9973 1 1
7 0.9835 1 1
8 0.9436 0.9498 0.6974 10�2

9 0.8625 0.8641 0.3878 10�3

10 0.7345 0.7348 0.1371 10�4

11 0.5706 0.5707 0.2533 10�6

12 0.3969 0.3969 0.1786 10�8

13 0.2429 0.2429 0.6238 10�10

14 0.1287 0.1287 0.1459 10�11

15 0.5826 10�1 0.5826 10�1 0.1716 10�13

16 0.2222 10�1 0.2222 10�1 0
17 0.7106 10�2 0.7106 10�2 0
18 0.1909 10�2 0.1909 10�2 0
19 0.4345 10�3 0.4345 10�3 0
20 0.8400 10�4 0.8400 10�4 0
21 0.1375 10�4 0.1375 10�4 0
22 0.1885 10�5 0.1885 10�5 0
23 0.2120 10�6 0.2120 10�6 0
24 0.1881 10�7 0.1881 10�7 0
25 0.1238 10�8 0.1238 10�8 0
26 0.5382 10�10 0.5382 10�10 0
27 0.1160 10�11 0.1160 10�11 0
> 27 0 0

Tableau III.1 :Performance, pour les di��erents algorithmes de d�ecodage, des codes concat�en�es
binaires (105,44) ayant pour code interne le code de Hamming (7,4)
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Consid�erons un sous-code B01 de B1 tel que

B1 = B01 � B2:

B01 est un code lin�eaire sur Fq de longueur nb, de dimension k1;b et de distance minimale
d01;b � d1;b.

Soient �1 et �2 les isomorphismes Fq -lin�eaires

�1 : F
q
k1;b �! B01

�2 : F
q
k2;b �! B2

Soit ne un entier positif, on d�e�nit les isomorphismes Fq -lin�eaires �1 et �2 par

�1 : F
ne

q
k1;b

�! B01
ne

x = (x1; : : : ; xne) 7�! �1(x) = (�1(x1); : : : ; �1(xne))

�2 : F
ne

q
k2;b

�! Bne
2

x = (x1; : : : ; xne) 7�! �2(x) = (�2(x1); : : : ; �2(xne))

Soient E1(ne; k1;e; d1;e) un code lin�eaire sur F
q
k1;b et E2(ne; k2;e; d2;e) un code lin�eaire sur F

q
k2;b ,

on d�e�nit

� C1 = �1(E1) le code concat�en�e d'ordre 1 de B
0
1 et E1.

� C2 = �2(E2) le code concat�en�e d'ordre 1 de B2 et E2.

Proposition III.18 La somme des codes C1 et C2 sur Fq est directe ; on pose

C = C1 � C2:

C est le code concat�en�e d'ordre 2 admettant B1 et B2 comme codes internes, et E1 et E2
comme codes externes.

preuve : Soit x1 = (x1;1; : : : ; x1;ne) 2 E1 et x2 = (x2;1; : : : ; x2;ne) 2 E2, alors

�1(x1) = �2(x2)) 8 i; �1(x1;i) = �2(x2;i);

or �1(x1;i) 2 B01 et �2(x2;i) 2 B2, et la somme de B01 et B2 est directe. 2

Proposition III.19 Soit � l'isomorphisme Fq -lin�eaire suivant

� : F
ne

q
k1;b

� F
ne

q
k2;b

�! Bne
1

(x1;x2) 7�! �(x1;x2) = �1(x1) + �2(x2)
�(x1;x2) = (�1(x1;1) + �2(x2;1); : : : ; �1(x1;ne) + �2(x2;ne))

o�u x1 = (x1;1; : : : ; x1;ne), et x2 = (x2;1; : : : ; x2;ne).
Alors C le code concat�en�e d'ordre 2 de B1;B2, et E1; E2 est �egal �a

C = �(E1 � E2)

o�u E1 � E2 est consid�er�e comme un Fq -espace vectoriel.
C est un code lin�eaire sur Fq , de longueur nbne, de dimension k1;bk1;e + k2;bk2;e et dont la

distance minimale est sup�erieure ou �egale �a min(d1;bd1;e; d2;bd2;e).

preuve : cf. preuve plus g�en�erale de la proposition III.21. 2
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3.1.2 Codes concat�en�es d'ordre m

Soient m codes lin�eaires sur Fq de même longueur

1 � s � m; Bs(nb; ks;b + k(s+1);b + : : :+ km;b; ds;b);

tels que Bm � Bm�1 � : : : � B2 � B1.
Pour tout s, 1 � s � m, on choisit un code B0s tel que

� s < m, Bs = B0s � Bs+1,

� B0m = Bm.

Pour tout s, 1 � s � m, B0s est un code lin�eaire sur Fq de longueur nb et de dimension ks;b.
De plus, on a

B1 =
mM
s=1

B0s: (III.16)

Pour tout s, 1 � s � m, �xons �s un isomorphisme Fq -lin�eaire

�s : F
q
ks;b �! B0s:

Si ne un entier positif, on d�e�nit alors l'isomorphisme Fq -lin�eaire �s

�s : F
ne

q
ks;b

�! B0s
ne

x = (x1; : : : ; xne) 7�! �s(x) = (�s(x1); : : : ; �s(xne)):

Pour tout code lin�eaire Es(ne; ks;e; ds;e) sur Fqks;b , �s nous permet donc de d�e�nir

Cs = �s(Es)

le code concat�en�e d'ordre 1 de B0s et Es.

Proposition III.20 La somme des codes (Cs)1�s�m sur Fq est directe.

preuve : Pour tout s, soit xs = (xs;1; : : : ; xs;ne) 2 Es, alors

mX
s=1

�s(xs) = 0) 8 i;
mX
s=1

�s(xs;i) = 0:

Or �s(xs;i) 2 B0s pour tout s, et la somme
Lm

s=1 B
0
s est directe, donc pour tout s et pour tout

i, xs;i = 0, donc pour tout s, xs = 0, d'o�u le r�esultat. 2

D�e�nition III.5 Soient (Bs(nb;
Pm

i=s ki;b; ds;b))1�s�m, une suite d�ecroissante de m codes li-
n�eaires sur Fq , appel�es codes internes, et (Es(ne; ks;e; ds;e))1�s�m, une suite de m codes lin�e-
aires sur F

q
ks;b , appel�es codes externes.

Pour tout s, 1 � s < m, choisissons un code B0s tel que B
0
s � Bs+1 = Bs et B0m = Bm.
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Pour tout s, 1 � s � m, notons Cs le code concat�en�e d'ordre 1 de B0s et Es. Le code
concat�en�e g�en�eralis�e C d'ordre m admettant les Bs comme codes internes et les Es comme
codes externes, est d�e�ni comme �etant la somme des Cs

C =
mM
s=1

Cs:

Proposition III.21 Soit � l'isomorphisme Fq -lin�eaire suivant

� : Fne
q
k1;b

� : : :� Fne
q
km;b

�! Bne
1

(x1; : : : ;xm) 7�! �(x1; : : : ;xm) = �1(x1) + : : : +�m(xm):

Alors C le code concat�en�e d'ordre m des Bs et des Es est �egal �a

C = �(
mY
s=1

Es) (III.17)

o�u
Qm

s=1 Es est consid�er�e comme un Fq -espace vectoriel.
C est un code lin�eaire sur Fq , de longueur nbne, de dimension

Pm
s=1 ks;bks;e, dont la distance

minimale est sup�erieure ou �egale �a min1�s�m(ds;bds;e).

preuve : D'apr�es la d�e�nition III.5, tout �el�ement x de C s'�ecrit de fa�con unique comme
somme d'�el�ements de Cs, 1 � s � m

x = �1(x1) + : : : +�m(xm); o�u 8 s; xs 2 Es

d'o�u (III.17).

La dimension de Cs est ks;bks;e d'apr�es la proposition III.19. Donc la dimension de C estPm
s=1 ks;bks;e.

Montrons par r�ecurrence sur m l'�enonc�e suivant

(Pm) Tout code concat�en�e d'ordre m a une distance minimale � min
1�s�m

(ds;bds;e):

� (P1) est vrai car C est alors un code concat�en�e d'ordre 1.

� Supposons (Pm�1) vrai. Soit x = (x1; : : : ; xne) 2 C et x1 = (x1;1; : : : ; x1;ne) sa projection
sur C1 parall�element �a

Lm
s=2 Cs. On distingue deux cas

x1 6= 0 : dans ce cas, d1;e au moins des coordonn�ees de x1 sont non nulles car x1 est
un mot de E1, code dont la distance minimale est d1;e. Comme x1;i 6= 0) xi 6= 0,
d1;e au moins des xi sont non nuls. Puisque B1 a pour distance minimale d1;b et
que xi 2 B1, on a

wH(x) =
neX
i=1

wH(xi) � d1;bd1;e:

x1 = 0 : dans ce cas on a x 2
Lm

s=2 Cs, qui est un code concat�en�e d'ordre m� 1, donc
en utilisant l'hypoth�ese de r�ecurrence

wH(x) � min
2�s�m

(ds;bds;e):

2
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3.2 D�ecodage des codes concat�en�es d'ordre m

Soit un entier m > 1. Pour tout s, 1 � s � m, on consid�ere

� le code interne Bs muni d'un algorithme de d�ecodage d'erreur 
s born�e par la distance
minimale, on suppose de plus que cet algorithme respecte la distance de Hamming,

� le code externe Es muni d'un algorithme de d�ecodage d'erreur et d'e�acement �s born�e
par la distance minimale,

� B0s un sous code de Bs et Cs le code concat�en�e d'ordre 1 de B0s et Es,

� en�n C est le code concat�en�e d'ordre m admettant les Bs comme codes internes, et les
Es comme codes externes. C'est-�a-dire C =

Lm
s=1 Cs.

Nous allons d�ecrire un algorithme de d�ecodage par r�ecurrence. Plus pr�ecisement, nous
allons montrer que le d�ecodage d'un code concat�en�e d'ordre m est �equivalent au d�ecodage
partiel d'un code concat�en�e d'ordre 1 puis au d�ecodage d'un code concat�en�e d'ordre m� 1.
Cet algorithme est directement inspir�e de celui donn�e par V. Zinoviev [104] dans le cas non
lin�eaire.

Proposition III.22 Soit 	1 un d�ecodeur partiel de Block-Zyablov du code concat�en�e C1 de
B01 et E1 par rapport �a B1 (cf. proposition III.10). Soit 	2 un algorithme de d�ecodage du code
concat�en�e d'ordre m� 1,

Lm
s=2 Cs.

On consid�ere l'algorithme de d�ecodage 	 d�e�ni par

8y 2 Fnbneq ; 	(y) =

(
1 si 	1(y) =1
	1(y) + 	2(y �	1(y)) sinon

Si 	2 est born�e par min2�s�m(dsbdse), alors 	 est born�e par min1�s�m(dsbdse).

preuve : Soient x 2 C et y 2 Fnbneq tels que

dH(x;y) < min
1�s�m

(
dsbdse
2

):

On a
x = x1 + x2 + : : : + xm;

avec 8 s, xs 2 Cs et on pose
x0 = x2 + : : : + xm:

Puisque 	2 est born�e par min2�s�m(dsbdse), on a

8 z 2 Fnbneq ; dH(x
0; z) < min

2�s�m
(
dsbdse
2

)) 	2(z) = x0 = x2 + : : : + xm: (III.18)
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Puisque 	1 est un d�ecodeur partiel de Block-Zyablov de C1 par rapport �a B1, on a d'apr�es
la proposition III.11

8 z 2 Fnbneq ; dH(x = x1 + x0; z) <
d1;bd1;e

2
) 	1(z) = x1; (III.19)

car x0 2 Bne
2 et B1 = B01 � B2.

Donc si

dH(x;y) < min
1�s�m

(
dsbdse
2

);

donc d'apr�es (III.19), 	1(y) = x1. On pose alors

y0 = y �	1(y) = y � x1:

Ce vecteur v�eri�e

dH(x
0;y0) = dH(x� x1;y� x1) = dH(x;y) < min

1�s�m
(
dsbdse
2

);

donc d'apr�es (III.18),
	2(y

0) = x0 = x2 + : : : + xm

et
	(y) = x1 + x2 + : : : + xm = x:

2

D�e�nition III.6 Soit C = C1� : : : �Cm un code concat�en�e d'ordre m, on appelle algorithme
de Block-Zyablov de C, l'algorithme 	 d�e�ni r�ecursivement par

1. Si m = 1, 	 est un d�ecodeur de Block-Zyablov du code concat�en�e C d'ordre 1.

2. Si m > 1, 	 est d�e�ni par

8y 2 Fnbneq ; 	(y) =

(
1 si 	1(y) =1
	1(y) + 	2(y �	1(y)) sinon

o�u 	1 est un d�ecodeur partiel de Block-Zyablov du code concat�en�e de B01 et E1 par
rapport �a B1, et 	2 est un d�ecodeur de Block-Zyablov du code concat�en�e d'ordre m� 1
C2 � : : : � Cm.

Proposition III.23 Soit 	 un d�ecodeur de Block-Zyablov du code concat�en�e C d'ordre m.
Alors 	 est born�e par min1�s�m(dsbdse).

preuve : C'est une cons�equence imm�ediate de la proposition III.22. 2
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3.3 Evaluation des codes concat�en�es g�en�eralis�es

Proposition III.24 Soit un code concat�en�e d'ordre m,

C =
mM
i=1

Ci:

Pour tout i, on note 	i le d�ecodeur de partiel Block-Zyablov du code concat�en�e Ci.
Soit 	 le d�ecodeur de Block-Zyablov du code concat�en�e C d'ordre m.
Un motif d'erreur e 2 Fnbneq est corrigible pour C par 	, si et seulement si pour tout i, il

est corrigible pour Ci par 	i.

preuve : Nous allons montrer ce r�esultat par r�ecurrence sur l'ordre m.

� il est vrai �a l'ordre 1 car 	 = 	1.

� Supposons le r�esultat vrai pour tout code concat�en�e jusqu'�a l'ordre m� 1.

Soit 	0 le d�ecodeur de Block-Zyablov du code concat�en�e C 0 =
Lm

i=2 Ci d'ordre m � 1.
Il su�t de montrer que e 2 Fnbneq est corrigible pour C par 	 ssi il est corrigible pour
C1 par 	1 et pour C 0 par 	0.

Soit e 2 Fnbneq , x0 2 C 0, x1 2 C1, et x = x1 + x0 2 C.

{ Si e est corrigible par 	, alors

	(x+ e) = x = x1 + x0;

donc
	1(x1 + x0 + e) = x1; et 	

0(x0 + e) = x0;

car la d�ecomposition x = x1 + x0 est unique. Donc e est corrigible par 	0, et
d'apr�es la proposition III.17, il l'est �egalement par 	1.

{ R�eciproquement si

	1(x1 + e) = x1; et 	
0(x0 + e) = x0;

alors on a �egalement
	1(x1 + x0 + e) = x1;

et on en d�eduit imm�ediatement que e est corrigible pour 	.

2
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Chapitre IV

Codes Produit

Les codes produit ont �et�e introduits par Elias en 1954 [33], qui les appelait alors \codes
it�er�es". Ces id�ees ont �et�e reprises ensuite par Calingaert en 1961 [17], puis par Burton et
Weldon en 1965 [15], qui ont �et�e les premiers �a utiliser le terme \code produit" et qui se
sont int�eress�es plus particuli�erement au produit de codes cycliques. On peut ensuite citer
Goethals [38], Kasami [52] et Gore [42] qui ont utilis�e, entre les ann�ees 67 et 70, la structure
des codes produit pour obtenir des r�esultats sur la m�etrique de certains codes cycliques.
L'essentiel des travaux signi�catifs sur les codes produit ont �et�e th�eoriques, et mettent en
relief ces codes en tant qu'objets alg�ebriques.

Des id�ees sur le d�ecodage des codes produit sont donn�ees d�es leurs origines, mais il a
fallu attendre 1972 pour que Reddy et Robinson [79] donnent un algorithme de d�ecodage
born�e par la distance minimale, en s'inspirant des id�ees de Forney sur le d�ecodage GMD
(Generalised Minimum Distance) [36].

Dans ce chapitre nous commencons par �enoncer dans la section 1 la d�e�nition ainsi que
les propri�et�es qui nous ont sembl�e importantes des codes produit.

La section 2 traite du d�ecodage des codes produit avec en particulier deux algorithmes, un
premier \�el�ementaire" born�e par la moiti�e de la distance minimale seulement, et l'algorithme
de Reddy-Robinson que nous g�en�eralisons pour un corps quelconque ; celui donn�e par Reddy
et Robinson dans [79] se limite au cas binaire. Cette g�en�eralisation utilise des techniques
proches de celles du d�ecodage de Block-Zyablov des codes concat�en�es.

Dans les sections 3 et 4, les codes produit sont �evalu�es pour le d�ecodage des e�acements
seuls puis celui des erreurs seules. Ces �evaluations utilisent les outils mis en place dans le
chapitre I, �a savoir le polynôme des motifs corrigibles et la capacit�e de correction.

La section 5 d�ecrit le r�esultat de simulations tr�es pouss�ees men�ees sur des produits de
codes de Reed-Solomon. Nous constatons que la capacit�e de correction de certains de ces
codes est tr�es �elev�ee, en tout cas tr�es sup�erieure �a leur distance minimale. En particulier
pour un taux d'erreur r�esiduel de 10�5 le code RS(15; 7; 9)
 RS(15; 7; 9) a une capacit�e de
correction �egale �a 179, sup�erieure �a la borne de Singleton, alors que sa distance minimale
n'est que de 81.

En�n la section 6 donne quelque �el�ements permettant d'estimer la complexit�e de d�ecodage
des codes produit. Nous montrons que celle-ci est faible, et même comparable par symbole
transmis a celle des codes composants nettement moins performants.

103
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1 D�e�nitions { Propri�et�es

1.1 D�e�nitions

Dans toute cette section, on consid�ere C1 and C2, deux codes lin�eaires sur Fq de param�etres
C1(n1; k1; d1) et C2(n2; k2; d2) pour la m�etrique de Hamming.

D�e�nition IV.1 Le code produit C1 
 C2 de C1 et C2 est l'ensemble des matrices M de
taille n2 � n1 v�eri�ant :

� chaque ligne de M est un mot de code de C1,

� chaque colonne de M est un mot de code de C2.

1.1.1 Repr�esentation des codes produit comme polynômes �a deux ind�etermi-
n�ees

Pour tout entier n, Fnq est isomorphe en tant que Fq -espace vectoriel �a l'espace des polynômes
�a une indetermin�ee sur Fq de degr�e au plus n� 1. Tout mot de Fnq

a = (a0; a1; : : : ; an�1)

est identi��e au polynôme

a(X) = a0 + a1X + : : : + an�1X
n�1:

De même, on peut identi�er, en tant que Fq -espace vectoriel, l'ensemble des matrices de
taille n2 � n1 �a l'ensemble des polynômes �a deux ind�etermin�ees X et Y sur Fq , de degr�e au
plus n1 � 1 en X, et n2 � 1 en Y . La matrice

A =

0BBBB@
a0;0 a0;1 : : : a0;n1�1
a1;0 a1;1 : : : a1;n1�1
...

...
. . .

...
an2�1;0 an2�1;1 : : : an2�1;n1�1

1CCCCA
sera ainsi identi��ee au polynôme

A(X; Y ) =
X

0�i<n2;0�j<n1

aijX
jY i:

Cette identi�cation nous permet de d�e�nir le code produit C1 
 C2 comme un ensemble
de polynômes

A(X; Y ) 2 C1 
 C2 , A(X; Y ) =
n2�1X
i=0

xi(X)Y i =
n1�1X
j=0

yj(Y )X
j (IV.1)

o�u
8 i; 0 � i < n2; xi(X) 2 C1 et 8 j; 0 � j < n1; yj(Y ) 2 C2:
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1.1.2 Les param�etres des codes produit

L'espace vectoriel des matrices n�m sur Fq sera not�e Mq(n;m).

Nous allons montrer ici que le code produit C1 
 C2 est un code lin�eaire sur Fq de para-
m�etres

N = n1n2; K = k1k2; D = d1d2;

o�u N , K et D sont respectivement la longueur, la dimension et la distance minimale du code
produit.

Un sch�ema de codage simple. Soient G1 et G2 des matrices g�en�eratrices de C1 et C2

sous forme syst�ematique,

Gi =
�
Iki Pi

�
; i = 1; 2:

O�u Ik est la matrice identit�e deMq(k; k) et Pi 2 Mq(ni�ki; ki). Soit l'application Fq -lin�eaire

� : Mq(k2; k1) �! Mq(n2; n1)

X 7�! �(X) =

 
X XP1

tP2X
tP2XP1

!

Proposition IV.1 Le morphisme � est injectif et l'image de Mq(k2; k1) par � est �egale au
code produit C1 
 C2.

preuve : �(X) = 0 , X = 0 est clair. Soit X 2 Mq(k2; k1), chacune des lignes de �(X)
est de la forme �

x xP1
�
= xG1 2 C1; o�u x 2 Fn1q :

Le r�esultat s'obtient pour les colonnes par transposition. 2

Corollaire IV.1 La dimension de C1 
 C2 est K = k1k2.

Remarque IV.1 En plus de la dimension des codes produit, la proposition IV.1 nous fourni
avec le morphisme � un algorithme de codage.

La distance minimale. Pour determiner la distance minimale du code produit C1 
 C2

nous utiliserons la repr�esentation des mots par des polynômes �a deux ind�etermin�ees.

Proposition IV.2 Soient x(X) 2 C1 et y(Y ) 2 C2, alors

A(X; Y ) = x(X)y(Y ) 2 C1 
 C2;

o�u le produit x(X)y(Y ) est le produit usuel des polynômes. De plus on a

wH(A) = wH(x)wH(y):
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preuve : Posons

x(X) = x0 + x1X + : : : + xn1�1X
n1�1

y(Y ) = y0 + y1Y + : : : + yn2�1Y
n2�1

on a alors

A(X; Y )x(X)y(Y ) =
n2�1X
i=0

x(X)yiY
i =

n1�1X
j=0

y(Y )xjX
j

donc A(X; Y ) v�eri�e (IV.1), ce qui prouve son appartenance au code produit.
Le poids de Hamming d'un polynôme est �egal �a son nombre de monômes, on a donc bien

wH(A) = wH(x)wH(y). 2

Le corollaire suivant est imm�ediat.

Corollaire IV.2 La distance minimale de C1 
 C2 est D = d1d2.

1.1.3 Dual d'un code produit

On pose
C(N;K;D) = C1 
 C2; N = n1n2; K = k1k2; D = d1d2:

C? le code dual de C est un code lin�eaire sur Fq , de longueur N et de dimension N �K.

Proposition IV.3 Le code dual de C est �egal au Fq -espace vectoriel

C? = (C?
1 
 Fn2q ) + (Fn1q 
 C?

2 ):

preuve : Notons pour l'instant

C 0 = (C?
1 
 Fn2q ) + (Fn1q 
 C?

2 );

nous allons montrer que C 0 = C?.

Le produit scalaire de deux matrices de Mq(n2; n1) est �egal �a la somme des produits
scalaires des lignes, ou de fa�con �equivalente, �a la somme des produits scalaires des colonnes,
c'est-�a-dire, si M;M 0 2 Mq(n2; n1)

M =

0BB@
m0
...

mn2�1

1CCA ; M 0 =

0BB@
m0

0
...

m0
n2�1

1CCA ; hM;M 0i =
n2�1X
i=0

hmi;m
0
ii: (IV.2)

Pour montrer C 0 � C?, il su�t de montrer C?
1 
 Fn2q � C?, l'autre inclusion �etant

sym�etrique.
Soit M 0 2 C?

1 
 Fn2q , M 0 est une matrice dont les lignes sont dans C?
1 , les colonnes

�etant quelconque. D'apr�es (IV.2) son produit scalaire avec un �el�ement M 2 C1 
 C2 vaut
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Pn2�1
i=0 hmi;m

0
ii, o�u pour tout i, mi 2 C1 et m

0
i 2 C?

1 , donc hM;M 0i = 0, et M 0 2 C?. D'o�u
l'inclusion C 0 � C?.

On a
(C?

1 
 Fn2q ) \ (Fn1q 
 C?
2 ) = C?

1 
 C?
2 ;

en e�et une matrice qui a simultanement toutes ses lignes dans C?
1 , et toutes ses colonnes

dans C?
2 , est par d�e�nition dans le produit de ces deux codes.

Calculons la dimension de C 0,

dimC 0 = dim(C?
1 
 Fn2q ) + dim(Fn1q 
 C?

2 )� dim((C?
1 
 Fn2q ) \ (Fn1q 
 C?

2 ));

donc
dimC 0 = (n1 � k1)n2 + n1(n2 � k2)� (n1 � k1)(n2 � k2) = n1n2 � k1k2

qui est pr�ecis�ement la dimension de C?, d'o�u le r�esultat. 2

D�e�nition IV.2 On appellera ensemble de positions d'information d'un code lin�eaire sur Fq
de dimension k un ensemble de k positions telles que la projection du code sur ces positions
soit �egale �a Fkq .

Proposition IV.4 Soit C(n; k; d) un code lin�eaire sur Fq de distance duale d
?, la restriction

de C �a tout ensemble de r � d? � 1 positions contient chaque r-uple exactement qk�r fois,
et d? � 1 est le plus grand entier ayant cette propri�et�e.

preuve : cf. [67, Ch. 5, Th. 8, p. 139]. 2

Remarque IV.2 Cette propri�et�e est montr�ee pour un code non n�ecessairement lin�eaire par
Delsarte dans [28] et est �equivalente �a dire que l'ensemble des mots d'un code forment un
tableau orthogonal de force d? � 1 (cf. [13] et [67, p. 328]).

Corollaire IV.3 Soit un code C(n; k; d) sur Fq de matrice g�en�eratrice G et de distance duale
d?. On a

1. Toute famille de r � d? � 1 colonnes de G est libre.

2. Toute famille libre de k colonnes de G correspond �a un ensemble de positions d'infor-
mation de C.

3. Tout ensemble de r � d? � 1 positions est inclus dans un ensemble de positions
d'information de C.

preuve : Ces propri�et�es sont des r�esultats classique d'alg�ebre lin�eaire, cons�equences directes
de la proposition IV.4. 2

Lemme IV.1 Soient d?1 la distance duale de C1 et d
?
2 la distance duale de C2.

La restriction de C1
C2 �a toute sous matrice de taille (d?2 �1)�(d?1 �1) contient chaque
matrice de Mq(d

?
2 � 1; d?1 � 1) exactement qk1k2�(d

?
2 �1)(d

?
1 �1) fois.
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preuve : Consid�erons un support d'�el�ements de C1 
 C2 constitu�e d'une sous-matrice
(d?2 � 1)� (d?1 � 1). Ce support correspond au choix d'un ensemble de d?1 � 1 positions de
colonnes et d'un ensemble de d?2 � 1 positions de lignes.

L'ensemble des d?1 �1 colonnes est inclus d'apr�es la corollaire IV.3 dans un ensemble de k1
colonnes correspondant �a des positions d'informations de C1, de même l'ensemble des d

?
2 �1

lignes est inclus dans un ensemble de k2 lignes correspondant �a des positions d'informations
de C2.

Supposons sans perte de g�en�eralit�e que les positions d'informations de C1 (resp. C2) sont
les k1 (resp. k2) premi�eres. Lorsque l'on projette C1 
 C2 sur la sous-matrice k2 � k1 d�ecrite
plus haut, on obtient exactement une fois chaque matrice k2 � k1 sur Fq . Comme la matrice
(d?2 �1)� (d?1 �1) choisie initialement est incluse dans cette matrice k2�k1, on a le r�esultat.
2

Proposition IV.5 La distance duale de C = C1 
 C2 est �egale �a min(d?1 ; d
?
2 ).

preuve : Soit D? la distance duale de C, c'est-�a-dire la distance minimale de C? = (C?
1 


Fn2q )� (Fn1q 
 C?
2 ).

Il existe un �el�ement non nul de C?
1 
 Fn2q de poids d?1 . De même il existe un �el�ement non

nul de Fn1q 
 C?
2 de poids d?2 , donc D

? � min(d?1 ; d
?
2 ).

Soit un mot de C? de poids < min(d?1 ; d
?
2 ), ce mot a son support inclus dans une matrice

(d?2 � 1)� (d?1 � 1). Or d'apr�es le lemme IV.1, on peut trouver un mot de C1
C2 ayant des
valeurs arbitraires sur cette sous-matrice.

Le mot de C? doit être orthogonal �a tous les mots du code, donc dans le cas que nous
consid�erons, il doit être nul, et donc D? � min(d?1 ; d

?
2 ). 2

1.2 Distribution des poids d'un code produit

Nous consid�erons les codes C1(n1; k1; d1), C2(n2; k2; d2) et C1 
 C2 = C(N;K;D) lin�eaires
sur Fq , avec N = n1n2, K = k1k2, D = d1d2.

1.2.1 Les poids faibles

Pour un code donn�e C, nous noterons Ai(C), le nombre de mots de C de poids i.

Lemme IV.2 Soient C(n; k; d) un code lin�eaire sur Fq x;y 2 C de poids d. Si x et y ont
même support, alors ils sont proportionnels.

preuve : Soient x = (x0; : : : ; xn�1);y = (y0; : : : ; yn�1) 2 C de poids d et de même support.
Soit i dans le support commun. On a xi 6= 0 et le mot z = yix

�1
i x � y 2 C s'annule en

position i, d'o�u wH(z) < d et z = 0, d'o�u le r�esultat. 2

Proposition IV.6 Le nombre de mots de code de C = C1 
 C2 de poids D = d1d2 est

AD(C) =
1

q � 1
Ad1(C1)Ad2(C2); (IV.3)
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et il n'y a aucun autre poids inf�erieur �a D +min(d1; d2), c'est-�a-dire

Aw(C) = 0 (IV.4)

pour tout w tel que D < w < D +min(d1; d2).

preuve :

1. w = D.

Tout mot de poids d1d2 a pour support une sous-matrice d2 � d1, sinon on a plus de
d2 lignes non nulles ou plus de d1 colonnes non nulles et le poids est sup�erieur �a d1d2.

D'apr�es le lemme IV.2, toutes les lignes sont proportionnelles et toutes les colonnes
sont proportionnelles. Donc un mot de poids minimal de C1 
 C2 sera de la forme

�(x1;x2) =
�
x1;0

tx2 x1;1
tx2 : : : x1;n1�1

tx2
�
=

0BBBB@
x2;0x1
x2;1x1

...
x2;n2�1x1

1CCCCA ;
o�u

x1 = (x1;0; x1;1; : : : ; x1;n1�1) 2 C1;
x2 = (x2;0; x2;1; : : : ; x2;n2�1) 2 C2:

D'apr�es l'�equivalence

�(x1;x2) = �(x01;x
0
2), 9� 2 F�q ;

(
x1 = �x01
�x2 = x02

(IV.5)

on peut a�rmer que chaque mot de poids d1d2 est obtenu exactement q� 1 fois par la
construction �, d'o�u (IV.3).

2. D < w < D +min(d1; d2).

Un mot de poids > D doit avoir soit une ligne de poids > d1, soit une colonne de poids
> d2, donc doit avoir soit plus de d1 colonnes non nulles, soit plus de d2 lignes non nulles,
donc dans tous les cas le poids d'un tel mot est sup�erieur ou �egal �a D +min(d1; d2).

2

Corollaire IV.4 Si C1 et C2 sont MDS, et C = C1 
 C2, alors

AD(C) = (q � 1)

 
n1
d1

! 
n2
d2

!
: (IV.6)

preuve : Le nombre de mot de poids d d'un code MDS (n; k; d) est [67, p. 320] (q� 1)
�
n

d

�
.

2

Il est possible de connâ�tre la distribution des poids des codes produit jusqu'�a d1d2 +
max(d1; d2).
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Proposition IV.7 [92] Si d2 � d1, alors 8 i, 0 < i < d1=d2, on a

A(d1+i)d2(C) =
1

q � 1
Ad1+i(C1)Ad2(C2); (IV.7)

et les autres poids sont nuls

8w; d1d2 < w < d1d2 + d1; d2 6 jw; Aw(C) = 0:

preuve : w < d1d2+d1, il y a exactement d2 lignes non nulles, sinon le poids serait sup�erieur
ou �egal �a d1d2+d1. On pose i = w=d2�d1, chacune des lignes a un poids �egal �a d1+ i, sinon
une des colonnes aurait un poids < d2, donc i est entier, de plus d'apr�es le lemme IV.2 toutes
les colonnes sont proportionnelles, donc toutes les lignes �egalement, tous les mots de poids
w sont donc obtenu �a l'aide de �, et chacun d'eux est obtenus q � 1 fois de cette mani�ere,
donc pour tout i < d1=d2 on a (IV.7). 2

1.2.2 Les moments de la distribution des poids

Proposition IV.8 Soit C un code de longueur n sur Fq , et soit d
? sa distance duale.

Les d? � 1 premiers moments de la loi de distribution des poids de C sont �egaux aux
moments de la distributions des poids de Fnq .

preuve : Les identit�es de Pless [67, p. 131] nous donnent les di��erents moments de la
distribution des poids de C:

8 s;
nX
i=s

 
i

s

!
Ai(C)

qk
=

1

qs

sX
i=0

(�1)i
 
n� i

s� i

!
Ai(C

?) (IV.8)

donc pour s < d?:
nX
i=s

 
i

s

!
Ai(C)

qk
=

1

qs

 
n

s

!
(IV.9)

si C = Fnq , alors C
? = f0g, donc (IV.8) nous donne

8 s;
nX
i=s

 
i

s

!
Ai(F

n
q )

qn
=

1

qs

 
n

s

!
(IV.10)

les �equations (IV.9) et (IV.10) nous donnent l'�egalit�e des d?�1 premiers moments binomiaux,
donc le r�esultat est �egalement vrai pour les moments polynômiaux, donc

8 s;
1

qn

nX
i=s

isAi(F
n
q ) =

1

qk

nX
i=s

isAi(C):

2
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1.3 Code produit et codes concat�en�es

On suppose que C1 et C2 sont sous forme syst�ematique et ont pour matrices g�en�eratrices

G1 =
�
Ik1 P1

�
; et G2 =

�
Ik2 P2

�

Proposition IV.9 Le produit de codes est distributif par rapport �a la somme directe. Au-
trement dit, si C1, C2 et C

0
2 sont des codes lin�eaires et que la somme de C2 et C

0
2 est directe,

alors :
C1 
 (C2 � C 0

2) = (C1 
 C2)� (C1 
 C 0
2):

preuve : Il est clair, si l'on revient �a la d�e�nition, que C1 
 C2 � C1 
 (C2 � C 0
2), et de

même que C1 
 C 0
2 � C1 
 (C2 � C 0

2). L'�egalit�e des dimensions nous donne l'�egalit�e de la
somme de ces Fq -espaces vectoriels.

En�n la somme est directe car si M 2 C1 
 C2 et M 2 C1 
 C 0
2 alors toutes les colonnes

de M sont dans C2 [ C
0
2 = f0g, et donc M = 0. On a bine C1 
 C2 [ C1 
 C 0

2 = f0g. 2

Proposition IV.10 On suppose que le code C2 est sous forme syst�ematique. Pour tout i,
0 � i < k2, soit ei l'�el�ement de C2 dont les k2 premi�eres composantes sont nulles, execpt�e la
i-�eme qui vaut 1.

Soit C2;i le code engendr�e par ei, C2;i est un code lin�eaire sur Fq dont les param�etres sont
(n2; 1; d2;i � d2). On a

k2�1M
i=0

C2;i = C2; et C1 
 C2 =
k2�1M
i=0

C1 
 C2;i:

preuve : (ei)0�i�k2�1, est une base de C2 et les C2;i sont 2 �a 2 disjoints, on a donc la
premi�ere somme directe. La deuxi�eme se d�eduit de la proposition IV.9. 2

Proposition IV.11 Soient les isomorphismes

�i : Fq �! C2;i

x 7�! x ei

et
�i : Fn1q �! C2;i

n1

x = (x1; : : : ; xn1) 7�! �i(x) = (�i(x1); : : : ; �i(xn1)):

Ci = f�i(x) j x 2 C1g est le code concat�en�e de C2;i et C1, on a Ci = C1 
 C2;i et donc

C = C1 
 C2 =
k2�1M
i=0

Ci: (IV.11)
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preuve : L'�egalit�e Ci = C1 
 C2;i est �evidente lorsqu'on repr�esente l'�el�ement �i(x) par la
matrice �

x1
tei j : : : j xn1

tei
�
= x tei 2 Mq(n2; n1)

o�u le produit dans le terme de droite de l'�egalit�e est un produit de matrice, c'est-�a-dire o�u
l'on consid�ere que C2;i

n1 �Mq(n2; n1). 2

Bien entendu on peut �egalement d�e�nir cette somme directe en intervertissant les rôles
de C1 et C2.

Corollaire IV.5 Le code produit C1 
 C2 est �egal au code concat�en�e g�en�eralis�e d'ordre k2
dont les k2 codes internes sont

Br =
rM

i=1

C2;i

pour r 2 f1; : : : ; k2g et dont les k2 codes externes sont �egaux �a C1.

2 D�ecodage des codes produit

2.1 L'algorithme �el�ementaire

Nous supposons que nous poss�edons des algorithmes de d�ecodage 	1 et 	2 pour C1 et pour
C2 respectivement.

Dans une matrice n2 � n1 d'�elements de Fq , lorsque nous parlerons de d�ecoder une ligne
ou une colonne, il s'agira de

� corriger la ligne (resp. la colonne) dans la matrice si 	1 (resp. 	2) appliqu�e �a cette
ligne (resp. cette colonne) retourne un mot de C1 (resp. C2).

� ne pas modi�er la matrice sinon.

Nous considerons l'algorithme de d�ecodage suivant :

Algorithme A4

�Etape 1. d�ecoder successivement chaque ligne puis chaque colonne �a l'aide de
	1, puis 	2.

�Etape 2. si la matrice est un mot du code produit ! succes

�Etape 3. si la matrice a d�ej�a �et�e obtenue pr�ec�edemment �a cette �etape! echec

�Etape 4. ! Etape 1.

Remarque IV.3

1. L'�etape 3 doit être di��erente en pratique, on ne peut en e�et pas garder en m�emoire
le r�esultat apr�es chaque it�eration.
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2. L'algorithme �el�ementaire en une seule passe, c'est-�a-dire en ne conservant que l'�etape 1,
s'apparente �a l'algorithme na��f de d�ecodage des codes conct�en�es.

Proposition IV.12 Si 	1 et 	2 sont lin�eaires, alors l'algorithme A4 est lin�eaire.

preuve : l'algorithme A4 est une suite de d�ecodages de lignes et de colonnes par 	1 et 	2,
si ces deux d�ecodeurs sont lin�eaires alors il en est de même pour l'algorithme A4. 2

Proposition IV.13 Si 	1 l'algorithme de d�ecodage de C1 est born�e par l1 impair, et 	2

l'algorithme de d�ecodage de C2 est born�e par l2 impair, alors l'algorithme A4 est born�e par
(l1+1)(l2+1)

2
. Autrement dit, tout motif d'erreur de poids inf�erieur strictement �a (l1+1)(l2+1)

4
est

corrigible.

preuve : Un motif d'erreur non corrigible par 	1 (resp. 	2) est de poids au moins �egal �a
l1+1
2

(resp. l2+1
2
).

Soit un motif d'erreur pour le code produit de poids inf�erieur strictement �a (l1+1)(l2+1)
4

,
au plus l2�1

2
lignes ne sont pas corrigibles par 	1, sinon le poids du motif serait au moins

�egal �a l2+1
2

l1+1
2
, correspondant �a au moins l2+1

2
lignes dans lesquelles l'erreur est de poids au

moins l1+1
2
.

Donc pour chaque colonne on a au plus l2�1
2

erreurs, et le motif est corrigible. 2

Proposition IV.14 S'il existe un motif d'erreur non corrigible par 	1 de poids w1 et un
motif d'erreur non corrigible par 	2 de poids w2, alors il existe un motif non corrigible de
poids w1w2 pour l'algorithme A4

preuve : Pour i = 1; 2, soit ei(X) la repr�esentation polynomiale d'un motif de poids wi

non corrigible par 	i, on pose mi(X) = 	i(ei(X)) si 	i(ei(X)) 6=1, mi(X) = ei(X) sinon.
Notons que 	i(mi(X)) = mi(X).

Le motif d'erreur du code produit dont la repr�esentation polynomiale est e1(X)e2(Y )
est non corrigible, en e�et apr�es correction des lignes le motif devient m1(X)e2(Y ), apr�es
correction des colonnes il devientm1(X)m2(Y ), et il ne sera plus modi��e par la suite. L'image
de e1(X)e2(Y ) par l'algorithme est donc non nulle, et ce motif a pour poids w1w2. 2

Corollaire IV.6 Quels que soient les algorithmes 	1 et 	2,
(d1+1)(d2+1)

2
est la meilleure

borne possible pour l'algorithme A4.

preuve : Il existe toujours des motifs non corrigibles de poids � d1+1
2

pour 	1, ainsi que
des motifs non corrigibles de poids � d2+1

2
pour 	2, donc il existe toujours un motif de poids

� (d1+1)(d2+1)
4

non corrigible par A4.

En�n si 	1 et 	2 sont born�es par la distance minimale, alors A4 est born�e par
(d1+1)(d2+1)

2
.

2
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2.2 L'algorithme de Reddy-Robinson

L'algorithme de Reddy-Robinson est plus sophistiqu�e que l'algorithme �el�ementaire, en re-
vanche, il est born�e par la distance minimale, donc est capable de corriger certain motifs non
corrigibles par l'algorithme �el�ementaire.

On d�e�nit pour tout i, 0 � i < n2, le code C2;i � C2 engendr�e par un vecteur ei dont la
i-i�eme position est �egale �a 1.

Soient les isomorphismes
�i : Fq �! C2;i

x 7�! x ei

et �i = �n1i .
Comme dans la section 1.3, le code produit Ci = C1 
 C2;i = �i(C1), est �egal au code

concat�en�e de C2;i et C1. Et puisque C2;i � C2 on peut d�e�nir le d�ecodeur partiel de Block-
Zyablov de Ci par rapport �a C2 que nous noterons 	i.

La construction de ce d�ecodeur partiel n�ecessite la connaissance d'un suppl�ementaire C2;i

de C2;i dans C2. En e�et, la projection �i de C2 dans C2;i parall�element �a C2;i est utilis�ee
dans la d�e�nition de 	i (cf. proposition III.7 page III.7).

Prenons pour C2;i l'ensemble des mots de C2 dont la i-i�eme composante est nulle. C2;i

est un Fq -espace vectoriel et on a bien C2;i � C2;i = C2.

D�e�nition IV.3 D�e�nissons 	 pour M 2 Mq(n2; n1) par

	(M) =

0BB@
��1
0 (	0(M))

...
��1
n2�1(	n2�1(M))

1CCA :
L'algorithme de d�ecodage d'erreur 	 est appel�e d�ecodeur de Reddy-Robinson de C.

On a le r�esultat suivant.

Proposition IV.15 Le d�ecodeur de Reddy-Robinson d'un code produit C = C1(n1; k1; d1)

C2(n2; k2; d2) est born�e par la distance minimale d1d2.

preuve : Pour tout i, 0 � i < n2, 	i le d�ecodeur partiel de Block-Zyablov de Ci est born�e
par d1d2. Ici nous identi�ons F

n2n1
q �Mq(n2; n1), et C2;i

n1 � Fn1q 
C2;i. La prori�et�e (III.12)

s'�enonce alors pour tout M 2 Mq(n2; n1), pour tout x 2 Ci et pour tout M
0 2 Fn1q 
 C2;i

dH(x+M 0;M) <
d1d2
2

) 	i(M) = x: (IV.12)

Soit la matrice A 2 C1 
 C2,

A =

0BBBB@
a0;0 a0;1 : : : a0;n1�1
a1;0 a1;1 : : : a1;n1�1
...

...
. . .

...
an2�1;0 an2�1;1 : : : an2�1;n1�1

1CCCCA :
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On veut montrer que 	 est born�e par d1d2, c'est-�a-dire

8M 2 Mq(n2; n1); dH(A;M) <
d1d2
2

) 	(M) = A:

Soit M 2 Mq(n2; n1), tel que

dH(A;M) <
d1d2
2
:

Posons ai = (ai;0; : : : ; ai;n1�1), la matrice A� �i(ai) est dans C1 
 C2;i, car A 2 C1 
 C2 et
�i(ai) 2 C1
C2, et ces deux matrices ont la même i-i�eme ligne. Donc 	i(M) = �i(ai) pour
tout i. On a donc par d�e�nition

	(M) =

0BB@
��1
0 (	0(M))

...
��1
n2�1(	n2�1(M))

1CCA =

0BB@
a0
...

an2�1

1CCA = A:

2

Cet algorithme est donn�e dans le cas binaire dans [79]. On peut en donner une description
di��erente, qui est une g�en�eralisation de l'algorithme donn�e dans cet article par Reddy et
Robinson pour F2 .

Le mot re�cu est une matrice n2 � n1.

1. On d�ecode �a l'aide d'un algorithme de d�ecodage de C2 les n1 colonnes, soit ej le nombre
d'erreurs d�ecod�ees dans la j-i�eme colonne, on pose

8 j; 0 � j < n1; wj =

(
ej si ej �

d2
2

d2
2

si ej >
d2
2

ou si le d�ecodage a �echou�e.

2. On d�ecode ensuite chacune des lignes �a l'aide d'un d�ecodeur d'erreur et d'e�acement
de C1, en tenant compte des wj obtenus pour chaque colonne.

Comme pour l'algorithme de Block-Zyablov, il y aura plusieurs branches. Dans chacune
d'elle, on remplace progressivement par des e�acements les positions les moins \sûres",
c'est-�a-dire celles correspondant aux wj les plus grands.

Plus pr�ecisement, si y = (y0; : : : ; yn1�1) est la i-i�eme ligne apr�es d�ecodage des colonnes,
on choisira la branche donnant comme r�esultat un x = (x0; : : : ; xn1�1) 2 C1 tel que

Wy(x) <
d1d2
2
;

o�u

Wy(x) =
n1�1X
j=0

Wj(xj);

et

8 j; Wj(xj) =

(
wj si xj = yj
d2 � wj sinon
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mot re�cu

n1

n2

d�ecodeur
colonnes

mot
interm�ediaire

d�ecodeur
lignes

mot
d�ecod�e

poids d�ecod�es

n1
??

. . .
?

??
. . .

? ??
. . .

?

-

-
-

...
-

-
-

...
-

Figure IV.1 : D�ecodeur de Reddy-Robinson

Les deux �etapes de cet algorithme sont r�esum�ee dans le diagramme de la �gure IV.1

Remarque IV.4 Dans l'algorithme de Reddy-Robinson les lignes et les colonnes ne jouent
pas un rôle sym�etrique comme c'est le cas dans l'algorithme �el�ementaire. Il est donc possible,
si le d�ecodage a �echou�e dans un sens, de recommencer apr�es avoir transpos�e la matrice et en
permutant les d�ecodeurs des lignes et des colonnes.

3 Polynôme des motifs d'e�acement corrigibles

Consid�erons le code produit C = C1(n1; k1; d1) 
 C2(n2; k2; d2), et supposons que les seules
perturbations pouvant intervenir dans un mot de code sont des e�acements.

La notion de sch�eme et de sch�eme corrigible que nous d�e�nissons dans cette section est
proche de la d�e�nition de motif que nous donnons dans le chapitre I.

3.1 Algorithme de d�ecodage d'e�acement

On consid�ere 
1 et 
2 deux algorithmes de d�ecodage d'e�acement de C1 et C2 capable de
corriger d1 � 1 et d2 � 1 e�acements respectivement et jamais plus.

On consid�ere l'algorithme de d�ecodage suivant :
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Algorithme A5

�Etape 1. d�ecoder successivement chaque ligne puis chaque colonne �a l'aide de

1 ou 
2.

�Etape 2. si la matrice ne contient plus d'e�acements ! succes

�Etape 3. si la matrice n'a pas �et�e modi��ee lors de l'�etape 1 ! echec

�Etape 4. ! Etape 1.

On est assur�e de la terminaison de cette algorithme car le nombre d'e�acements va
d�ecro��tre strictement jusqu'�a un certain rang, �a partir duquel le motif d'e�acement va rester
le même, si ce motif est nul, alors le mot est d�ecod�e, sinon l'algorithme �echoue. Dans tous
les cas l'algorithme s'arr�ete �a ce rang.

3.2 Sch�emes corrigibles

D�e�nition IV.4

1. Un sch�eme est un �el�ement de M2(n2; n1).

2. Le poids d'un sch�eme est son nombre de positions �egales �a \1".

3. On appelle grille d'un sch�eme la plus petite sous-matrice m2�m1 contenant le support
du sch�eme. On dit que la grille est de taille m2 �m1.

Remarque IV.5 Nous utilisonsM2(n2; n1), c'est-�a-dire l'ensemble des matrices n2�n1 sur
F2 pour d�ecrire les sch�emes. Nous n'utilisons cette d�e�nition que par commodit�e ; en e�et
pour les �enonc�es donn�es ici, il su�t que le sch�eme soit un tableau �a n2 lignes et n1 colonnes
sur un alphabet de 2 symboles.

D�e�nition IV.5 On dit que le sch�eme M contient le sch�eme M 0 et on note M �M 0, si le
support de M contient le support de M 0.

Soit un couple d'entiers (t1; t2), v�eri�ant 0 < t1 � n1 et 0 < t2 � n2.

D�e�nition IV.6 On dit qu'un sch�eme M est r�eductible pour le couple (t1; t2) s'il poss�ede
une ligne non nulle de poids � t1, ou une colonne non nulle de poids � t2. Soit M

0 le sch�eme
obtenu en rempla�cant cette ligne ou cette colonne par des \0", on note M !M 0.

Remarque IV.6 Toutes les d�e�nitions et les propositions qui suivent sont valables pour un
couple d'entier (t1; t2). A�n d'all�eger ces �enonc�es nous avons pr�ef�er�e rendre cette r�ef�erence
implicite.
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D�e�nition IV.7 On dit que le sch�eme M est r�eductible en M 0 en r �etapes, et on note
M � M 0, s'il existe une famille de sch�emes (Mi)0�i�r, r � 0, tels que

M =M0 !M1 ! : : : !Mr�1 !Mr =M 0:

Proposition IV.16 La relation � est une relation d'ordre partiel sur M2(n2; n1).
L'ordre � est plus �n que l'ordre �, c'est-�a-dire M �M 0 )M �M 0.

La preuve de cet �enonc�e est omise.

D�e�nition IV.8

1. On dit que M est irr�eductible si M �M 0 )M 0 =M (i.e. M est un �el�ement minimal
pour la relation �).

2. On note M 0
�M si M 0 �M et M irr�eductible.

Proposition IV.17 Pour tout sch�emeM , siM�M 0 etM�M 00 alorsM 0 =M 00. Le sch�eme
M 0 est alors appel�e r�eduit de M et est not�e cM .

preuve : Soit M !M1 la premi�ere �etape de M �M 0.
Puisque M � M 00, on a �egalement M1 � M 00, sinon M 00 serait r�eductible. L'�egalit�e

M 0 =M 00 se montre ainsi aisement par r�ecurrence sur le nombre d'�etapes de M �M 0. 2

D�e�nition IV.9

1. On dit que M est corrigible si cM = 0.

2. On dit que M est non corrigible si cM 6= 0.

Proposition IV.18 Soient M et M 0 deux sch�emes. On a

M �M 0

M 0 = dM 0

)
) cM �M 0:

preuve : M est r�eduit en cM en r �etapes, nous allons montrer le r�esultat par r�ecurrence sur
r.

� Si r = 0, M = cM est irr�eductible et le r�esultat est vrai.
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� Supposons le r�esultat vrai pour r � 1, M ! M1 et M1 est r�eductible en cM en r � 1
�etapes. Il su�t de montrer que M1 �M 0 pour avoir le r�esultat.

Tout �el�ement du support de M 0 est dans une ligne de poids > t1 et une colonne de
poids > t2 dans M 0, sinon M 0 serait r�eductible. Puisque M � M 0 c'est le cas aussi
pour M .

Donc aucun des �el�ements du support deM appartenant au support de M 0 n'est a�ect�e
par la r�eduction M !M1, donc M1 �M 0.

2

Corollaire IV.7 Soient M et M 0 deux sch�emes. On a

M �M 0 ) cM �dM 0:

Proposition IV.19

1. Un sch�eme est non corrigible si et seulement si il contient un sch�eme irr�eductible non
nul.

2. Soit un sch�eme irr�eductible dont la grille a pour taille m2�m1, alors m1 > t1, m2 > t2
et le sch�eme est de poids � max(m2(t1 + 1); m1(t2 + 1)).

3. Tout sch�eme irr�eductible non nul est de poids � (t1 + 1)(t2 + 1).

preuve :

1. Soit un sch�eme M non corrigible, alors M � cM 6= 0. D'autre part si M � M 0, et M 0

est irr�eductible non nul, alors cM �M 0, donc cM 6= 0.

2. Soit un sch�eme irr�eductible dont la grille a pour taillem2�m1, on am1 > t1 etm2 > t2,
sinon le sch�eme serait r�eductible. De plus chacunes des m2 lignes de la grille a un poids
� (t1 + 1), et chacunes des m1 colonnes a un poids � (t2 + 1), donc le sch�eme a un
poids � max(m2(t1 + 1); m1(t2 + 1)).

3. Il r�esulte imm�ediatement du point pr�ec�edent que tout sch�eme irr�eductible non nul est
de poids au moins (t1 + 1)(t2 + 1).

2
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3.3 Quelques r�esultats sur les motifs de poids faible

A un motif d'erreur ou d'e�acement, on fait correspondre le sch�eme qui comporte des \1"
en tous les �el�ements de son support. On confondra dans la suite le motif et le sch�eme.

D�e�nition IV.10 On appellera s�equence de d�ecodage d'e�acement pour un motif d'e�ace-
ment du code produit C = C1 
 C2, une suite �nie de d�ecodage e�ectif d'une ligne par 
1 ou
d'une colonne par 
2.

On dira qu'une s�equence de d�ecodage est achev�ee pour un motif d'e�acement si aucun
e�acement ne peut plus être corrig�e par le d�ecodage d'une ligne ou d'une colonne.

On dira qu'une s�equence de d�ecodage est correctrice pour un motif d'e�acement M si le
motif r�esultant de M par la s�equence est le motif nul.

Proposition IV.20 Soit M un motif d'e�acement pour le code produit C1 
 C2, M est
corrigible pour l'algorithme A5 si et seulement si son sch�eme correspondant est corrigible
pour (d1 � 1; d2 � 1).

preuve : Il est clair qu'une r�eduction \!" est strictement �equivalente au d�ecodage d'une
ligne ou d'une colonne, donc M � 0 si et seulement si le motif d'e�acement M est corrigible.
2

Corollaire IV.8 Toute s�equence de d�ecodage achev�ee agissant sur un même motif d'e�ace-
ment aboutit au même r�esultat. Le sch�eme correspondant �a ce r�esultat est irr�eductible.

Proposition IV.21 Il n'existe aucun motif d'e�acement non corrigible de poids < d1d2. Le
nombre de motifs d'e�acement non corrigibles de poids d1d2 est �egal �a 

n1
d1

! 
n2
d2

!
:

preuve : Le sch�eme correspondant �a un motif non corrigible contient un sch�eme irr�eductible,
donc d'apr�es la proposition IV.19, il est de poids � d1d2.

Soit un motif d'e�acement non corrigible de poids d1d2, on consid�ere le sch�eme corres-
pondant, il est de poids d1d2, donc d'apr�es la proposition IV.19 il est irr�eductible et sa grille
est de taille d2 � d1, donc son support est �egal �a sa grille.

Le nombre de motifs d'e�acement corrigibles de poids d1d2 est donc �egal au nombre de
grille de taille d2 � d1, soit  

n1
d1

! 
n2
d2

!
:

2

Proposition IV.22 Le nombre de motifs d'e�acement non corrigibles de poids w,

d1d2 � w < d1d2 +min(d1; d2)

est �egal �a  
n1
d1

! 
n2
d2

! 
n1n2 � d1d2
w � d1d2

!
:



3. Polynôme des motifs d'e�acement corrigibles 121

preuve : Tout sch�eme non corrigible contient un sch�eme irr�eductible non nul, la grille de
ce sch�eme irr�eductible est de taille d2 � d1, sinon son poids serait � d2d1 +min(d1; d2).

Le support de tout motif d'e�acement de poids w < d1d2 + min(d1; d2) contient donc
une sous-matrice d2 � d1, et w� d1d2 autres e�acements ont une position quelconque parmi
n1n2 � d1d2. D'o�u le r�esultat. 2

3.3.1 Cas particulier : C1 = C2

On suppose que C1 = C2 = C(n; k; d).

Proposition IV.23 Le nombre de motifs d'e�acement non corrigibles de poids w tel que

d2 + d � w < d2 + 2d;

est major�e par  
n

d

!2 
n2 � d2

w � d2

!
+

 
n

d+ 1

!2

(d+ 1)!

 
n2 � d2 � d

w � d2 � d

!
:

Nous allons commencer par �etablir les trois r�esultats suivants :

Lemme IV.3 Tout motif d'e�acement non corrigible de poids w < d2 + 2d contient un
sch�eme irr�eductible dont la grille est de taille m2�m1 avec d � m1 � d+1 et d � m2 � d+1.

preuve : Tout motif non corrigible M contient un sch�eme irr�eductible non nul M 0. Soit
m2�m1 la taille de M

0, si m1 � d+2 ou m2 � d+2. D'apr�es la proposition IV.19, le poids
w0 de M 0 v�eri�e w0 � d(d+ 2). Or w0 � w donc m1 < d+ 2 et m2 < d+ 2. 2

Lemme IV.4 Tout motif d'e�acement non corrigible de poids w < d2 + 2d contient un
sch�eme irr�eductible dont la grille est de taille d� d ou (d+ 1)� (d+ 1).

preuve : En e�et, m2�m1 2 fd�d; d� (d+1); (d+1)�d; (d+1)� (d+1)g. Et un sch�eme
irr�eductible dont la grille a pour taille d�(d+1) ou (d+1)�d contient un sch�eme irr�eductible
dont la grille a une taille d�d. Donc un motif d'e�acement non corrigible contient un sch�eme
irr�eductible dont la grille est de taille d� d ou (d+ 1)� (d+ 1). 2

Lemme IV.5 Tout sch�eme irr�eductible dont la grille est de taille (d+1)�(d+1) contient un
sch�eme irr�eductible de poids d2+d dont la grille est de taille (d+1)�(d+1) et dont le support
est le compl�ementaire par rapport �a la grille d'une matrice de permutation (d+1)� (d+1).

preuve : On consid�ere un sch�eme irr�eductible dont la grille est de taille (d+ 1)� (d+ 1),
chacune des d+ 1 lignes et d+ 1 colonnes de ce sch�eme comporte au moins d \1" et au plus
d+1. Donc le compl�ementaire du sch�eme par rapport �a sa grille est une matrice (d+1)�(d+1)
comportant au plus un \1" dans chaque ligne et chaque colonne. C'est-�a-dire que son support
est inclus dans celui d'une matrice de permutation (d+ 1)� (d+ 1). 2
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preuve : (de la proposition IV.23)

Le nombre de sch�emes irr�eductibles dont la grille est de taille d� d est �egal �a
�
n

d

�2
. Donc

le nombre de motifs d'e�acement de poids w contenant un sch�eme irr�eductible dont la grille
est de taille d� d est major�e par  

n

d

!2 
n2 � d2

w � d2

!
;

On obtient seulement une majoration car certains motifs sont compt�es plusieurs fois. Par
exemple un motif dont le support est une sous-matrice d� (d+ 1) est compt�e d+ 1 fois.

Le nombre de sch�emes irr�eductibles dont la grille est de taille (d + 1) � (d + 1) et dont
le support est le compl�ementaire par rapport �a la grille d'une matrice de permutation (d +

1) � (d + 1) est �egal �a
�

n

d+1

�2
(d + 1)!. Donc le nombre de motifs d'e�acement de poids w

contenant un tel sch�eme est major�e par 
n

d+ 1

!2

(d+ 1)!

 
n2 � d2 � d

w � d2 � d

!
;

d'o�u le r�esultat. 2

Exemple : Soit RS(14; 7; 8) le code de Reed-Solomon de param�etres (14; 7; 8) sur F16 ,
on consid�ere le code produit RS(14; 7; 8)
RS(14; 7; 8), ce code est lin�eaire sur F16 , de
param�etres (196; 49; 64).

Le plus petit motif d'e�acement non corrigible pour ce code est de poids 64, et on en

aura
�
14
8

�2
= 9018009. Le nombre total de motifs d'e�acement de poids 64 �etant

�
196
64

�
,

la proportion de motifs de poids 64 non corrigibles vaudra :�
14
8

�2�
196
64

� � 2:10�46:

On connait �egalement le nombre de motifs d'e�acement non corrigibles jusqu'au poids
72 exclus, ces valeurs sont donn�ees dans le tableau IV.1.

On constate que ces valeurs sont tr�es faibles, on peut même a�rmer que \en pratique"
tous les motifs d'e�acement de poids < 80 sont corrigibles.

3.4 Une borne th�eorique

Soit P0(x) le polynôme des motifs d'e�acement de C1 corrigibles par 
1 et P1(x) le polynôme
des motifs d'e�acement de C1 non corrigibles par 
1.

Proposition IV.24 Tout motif d'e�acement de C1
C2 poss�edant strictement moins de d2
lignes non corrigible par 
1 est corrigible.

Le polynôme �enum�erateur des poids de ces motifs est �egal �a :

P (x) =
d2�1X
i=0

 
n2
i

!
P1(x)

iP0(x)
n2�i:



3. Polynôme des motifs d'e�acement corrigibles 123

nombre de motifs
poids non corrigibles total rapport

64
�
14
8

�2 �
196
64

�
� 2 10�46

65
�
14
8

�2�132
1

� �
196
65

�
� 10�44

66
�
14
8

�2�132
2

� �
196
66

�
� 5 10�43

67
�
14
8

�2�132
3

� �
196
67

�
� 10�41

68
�
14
8

�2�132
4

� �
196
68

�
� 2 10�40

69
�
14
8

�2�132
5

� �
196
69

�
� 3 10�39

70
�
14
8

�2�132
6

� �
196
70

�
� 3 10�38

71
�
14
8

�2�132
7

� �
196
71

�
� 3 10�37

72 �
�
14
8

�2�132
8

�
+
�
14
9

�2
9!

�
196
72

�
� 3 10�36

73 �
�
14
8

�2�132
9

�
+
�
14
9

�2
9!
�
124
1

� �
196
73

�
� 2 10�35

74 �
�
14
8

�2�132
10

�
+
�
14
9

�2
9!
�
124
2

� �
196
74

�
� 2 10�34

75 �
�
14
8

�2�132
11

�
+
�
14
9

�2
9!
�
124
3

� �
196
75

�
� 10�33

76 �
�
14
8

�2�132
12

�
+
�
14
9

�2
9!
�
124
4

� �
196
76

�
� 8 10�33

77 �
�
14
8

�2�132
13

�
+
�
14
9

�2
9!
�
124
5

� �
196
77

�
� 5 10�32

78 �
�
14
8

�2�132
14

�
+
�
14
9

�2
9!
�
124
6

� �
196
78

�
� 3 10�31

79 �
�
14
8

�2�132
15

�
+
�
14
9

�2
9!
�
124
7

� �
196
79

�
� 10�30

Tableau IV.1 : Motifs d'e�acements non corrigibles pour le code RS(14; 7; 8)
 RS(14; 7; 8)

preuve : Soit un motif d'e�acement de C1
C2 v�eri�ant les hypoth�eses de l'�enonc�e. On cor-
rige d'abord ses lignes. A l'issue de cette op�eration il reste au plus d2�1 lignes contenant des
e�acements. Donc chaque colonne est corrigible car elle contient au plus d2� 1 e�acements.

Soient P0(x) le polynôme des motifs d'e�acement de C1 corrigibles par 
1 et P1(x) le poly-
nôme des motifs d'e�acement de C1 non corrigibles par 
1. Le nombre de motifs d'e�acement
de C1 
 C2 poss�edant exactement i lignes non corrigibles est �egal �a :

 
n2
i

!
P1(x)

iP0(x)
n2�i:

En sommant ce r�esultat pour i = 0; : : : ; d2 � 1, on obtient l'�enum�erateur des poids d�esir�e,
soit

P (x) =
d2�1X
i=0

 
n2
i

!
P1(x)

iP0(x)
n2�i:
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2

L'�enum�erateur des poids des motifs poss�edant au plus d2 � 1 lignes non corrigibles est
inf�erieur au polynôme des motifs corrigibles de C1
C2 par l'algorithme A5. C'est-�a-dire que
pour tout i, 0 � i � n1n2, si Si est le nombre de motifs d'e�acement corrigible de poids i,
alors

Si � [xi]P (x):

La proposition ci-dessus nous donne donc une borne inf�erieure du nombre de motifs corri-
gibles.

Exemple : Appliquons ce r�esultat au code RS(14; 7; 8)
RS(14; 7; 8), les polynômes
des motifs d'e�acement corrigibles et non corrigibles valent respectivement

P0(x) = 3003x8 + 2002x9 + 1001x10 + 364x11 + 91x12 + 14x13 + x14;

et
P1(x) = 1 + 14x+ 91x2 + 364x3 + 1001x4 + 2002x5 + 3003x6 + 3432x7:

Ces deux polynômes nous permettent de calculer une borne sup�erieure du nombre de
motifs non corrigibles de poids compris entre 64 et 100. Les r�esultats sont donn�es dans
le tableau IV.2. On constate que ces bornes sont tr�es �eloign�ees de celles obtenues au
paragraphe pr�ec�edent, et qui sont donn�ees dans le tableau IV.1.

Nous ne donnons pas les valeurs pour des poids sup�erieurs �a 100 celles-ci devennant
trop �elev�ees n'ont pas d'int�eret pratique. On verra dans la section 5 que pour ce code
les valeurs obtenues par simulation sont nettement inf�erieures (cf. tableau IV.4).

3.5 Mise en place de la simulation { capacit�e de correction

Pour le d�ecodage d'e�acement nous prenons comme mod�ele un canal �a e�acement sym�etrique
sans m�emoire dans lequel chaque symbole transmis a la même probabilit�e p d'être e�ac�e.

3.5.1 Taux d'e�acement r�esiduel

D�e�nition IV.11 On appelle taux d'e�acement r�esiduel d'un code pour un algorithme de
d�ecodage d'e�acement et un canal donn�e, la probabilit�e pour qu'un mot de code transmis �a
travers le canal ne soit pas d�ecod�e.

Proposition IV.25 Soit un code lin�eaire C de longueur n sur Fq muni d'un algorithme 

de d�ecodage d'e�acements et soit P (x) le polynôme des motifs d'e�acement corrigibles de C
pour 
. Q(x) = (1 + x)n � P (x) est le polynôme des motifs non corrigibles.

Le taux d'e�acement r�esiduel de C pour un canal de probabilit�e d'e�acement p est �egal
�a :

peff = (1� p)nQ(
p

1� p
) = 1� (1� p)nP (

p

1� p
): (IV.13)
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proportion de motifs proportion de motifs
poids non corrigibles poids non corrigibles
< 64 0 64 < 6 10�22

65 < 2 10�20 66 < 5 10�19

67 < 8 10�18 68 < 9 10�17

69 < 9 10�16 70 < 7 10�15

71 < 5 10�14 72 < 3 10�13

73 < 10�12 74 < 7 10�12

75 < 3 10�11 76 < 10�10

77 < 5 10�10 78 < 2 10�9

79 < 6 10�9 80 < 2 10�8

81 < 6 10�8 82 < 2 10�7

83 < 5 10�7 84 < 10�6

85 < 4 10�6 86 < 9 10�6

87 < 2 10�5 88 < 5 10�5

89 < 10�4 90 < 2 10�4

91 < 5 10�4 92 < 9 10�4

93 < 2 10�3 94 < 3 10�3

95 < 6 10�3 96 < 10�2

97 < 2 10�2 98 < 3 10�2

99 < 4 10�2 100 < 7 10�2

> 100 |

Tableau IV.2 : Borne th�eorique pour les motifs d'e�acement non corrigibles du code
RS(14; 7; 8)
 RS(14; 7; 8)

preuve : Si Si est le nombre de motifs d'e�acement corrigibles de poids i, le taux d'e�ace-
ment r�esiduel est �egal �a

1�
nX
i=0

Sip
i(1� p)n�i:

On a P (x) =
Pn

i=0 Six
i, et on en d�eduit facilement le r�esultat. 2

3.5.2 La simulation

Il n'est malheureusement pas toujours possible de d�eterminer th�eoriquement le polynôme
des motifs d'e�acement corrigibles; en particulier pour les codes produit, seuls les motifs de
poids faible (proche de la distance minimale) peuvent être d�ecrits de fa�con �a être compt�es
facilement.

Le polynôme des motifs corrigibles peut être calcul�e par simulation, pour chaque poids
d'e�acement i, on tire al�eatoirement un grand nombre de motifM , soit ~Si le nombre de motifs
corrigibles, on obtient alors une estimation du nombre Si de motifs d'e�acement corrigibles
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pour un code de longueur n,

Si �

 
n

i

!
~Si
M
:

Nous avons mis en place une simulation pour les codes produit �a partir de l'algorithmeA5,
le r�esultat suivant limite le champ d'investigation pour les poids des motifs d'e�acement.

Proposition IV.26 On suppose que C1 et C2 ont tous deux un algorithme de correction
d'e�acement capable de corriger tous les motifs de poids strictement inf�erieur �a d1 et d2
respectivement, et aucun autre.

Soit P (x) =
Pn1n2

i=0 Six
i le polynôme des motifs d'e�acement corrigibles de C = C1 
 C2

pour l'algorithme A5, on a

0 � i < d1d2; Si =

 
n1n2
i

!
;

d1d2 � i � U; 0 < Si <

 
n1n2
i

!
;

U < i � n1n2; Si = 0;

o�u U = n2n2 � (n1 � d1 + 1)(n2 � d2 + 1).

preuve : Si i < d1d2, tous les motifs sont corrigibles d'apr�es la proposition IV.21, donc
Si =

�
n1n2
i

�
.

Si i � d1d2. Comme il existe des motifs non corrigibles de poids d1d2, cela reste vrai �a
fortiori pour le poids i, donc Si <

�
n1n2
i

�
.

Si i = U , le motif d'e�acement dont le support est constitu�e des d2 � 1 premi�eres lignes
et des d1 � 1 premi�eres colonnes est de poids U et est corrigible,

��
��
��
��
����������

d1 � 1

d2 � 1

n1 � d1 + 1

n2 � d2 + 1

e�acements

donc SU > 0.

� Si C1 et C2 sont MDS, alors k1 = n1�d1+1 et k2 = n2�d2+1, donc U = n1n2�k1k2. Et
si un motif d'e�acement a un poids > U , il reste moins de k1k2 symboles d'information,
ce qui ne peut pas être su�sant pour un code de dimension k1k2.

� Les hypoth�eses faites sur les d�ecodeurs de C1 et C2 (i.e. pas de d�ecodage au del�a de la
distance minimale) impliquent que tout se passe comme dans le cas MDS.

donc, si i > U , Si = 0. 2
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3.5.3 D�ecodage au del�a de la distance minimale

La proposition IV.26, nous assure que le d�ecodage est possible jusqu'�a la distance minimale,
mais surtout qu'il est possible au del�a. Pour mesurer le gain apport�e par les motifs de poids
�elev�e nous utiliserons la capacit�e de correction d�e�nie dans la section 5.3 du chapitre I.

Pour un algorithme de d�ecodage d'e�acement la d�e�nition de la capacit�e de d�ecodage est
la suivante.

D�e�nition IV.12 Soit C un code lin�eaire sur Fq de longueur n et soit P (x) son polynôme
des motifs d'e�acement corrigibles pour un algorithme de d�ecodage d'e�acement A. On pose

Pd�(x) =
d��1X
i=0

 
n

i

!
xi:

La capacit�e de correction de C pour l'algorithme A et pour la probabilit�e d'e�acement p
est le plus grand entier d� tel que

Pd�(
p

1� p
) � P (

p

1� p
) < Pd�+1(

p

1� p
):

Le taux d'e�acement r�esiduel du code C pour un canal de probabilit�e d'e�acement p, dont
le polynôme des motifs d'e�acement corrigibles est �egal �a P (x), est �egal �a 1�(1�p)nP ( p

1�p
).

D'autre part Pd�(x) est le polynôme des motifs d'e�acement corrigibles d'un code �ctif
C� de longueur n, de distance minimale d� et muni d'un algorithme de d�ecodage d'e�acement
corrigeant exactement tous les motifs de poids inf�erieur �a sa distance minimale.

La capacit�e de correction de C est donc la distance minimale du code C� tel que son
taux d'e�acement r�esiduel soit imm�ediatement sup�erieur �a celui de C, pour une probabilit�e
d'e�acement donn�ee p.

4 Polynôme des motifs d'erreur corrigibles

4.1 L'algorithme �el�ementaire

4.1.1 Quel lien avec les e�acements ?

Soient C1(n1; k1; d1) et C2(n2; k2; d2) deux codes lin�eaires sur Fq , 
1 et 
2 des algorithmes de
d�ecodage d'erreur born�es strictement par la distance minimale. On pose

t1 =
d1 � 1

2
et t2 =

d2 � 1

2
:

D�e�nition IV.13 On appellera s�equence de d�ecodage d'erreur pour un motif d'erreur du
code produit C = C1 
 C2, une suite �nie de d�ecodage e�ectif d'une ligne par 
1 ou d'une
colonne par 
2.

On dira qu'une s�equence de d�ecodage est achev�ee pour un motif d'erreur si aucune erreur
ne peut plus être corrig�e par le d�ecodage d'une ligne ou d'une colonne.

On dira qu'une s�equence de d�ecodage est correctrice pour un motif d'erreur M si le motif
r�esultant de M par la s�equence est le motif nul.
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Soient C�
1 et C�

2 , deux codes lin�eaires sur Fq de longueur n1 et n2 respectivement, muni
d'algorithmes de d�ecodage d'e�acement 
�1 et 
�2 capable de d�ecoder exactement tous les
motifs d'e�acement de poids t1 et t2 ou moins respectivement.

Proposition IV.27 Soit M un motif d'erreur pour C1
C2, soit M
� le motif d'e�acement

ayant même support que M .
Si le motif d'e�acement M� est corrigible pour le code produit C� = C�

1 
 C�
2 muni

de l'algorithme A5 construit �a l'aide de 
�1 et 
�2, alors il existe une s�equence de d�ecodage
correctrice pour M .

preuve : On a C = C1(n1; k1; d1)
C2(n2; k2; d2) et C� = C�
1(n1; k

�
1; t1+1)
C

�
2(n2; k

�
2; t2+1),

c'est-�a-dire que la capacit�e de d�ecodage d'erreur de Ci est la même que la capacit�e de
d�ecodage d'e�acement de C�

i , pour i = 1; 2.
On consid�ere le sch�eme correspondant �a M et M�, puisque M� est un motif d'e�acement

corrigible, d'apr�es la proposition IV.20, ce sch�eme est corrigible pour (t1; t2), il existe donc
une suite de r�eduction permettant de corriger le sch�eme.

Les algorithmes de d�ecodage d'erreur 
1 et 
2 de C1 et C2 peuvent corriger tout motif
d'erreur de poids inf�erieur ou �egal respectivement �a t1 et t2, donc la suite de r�eduction nous
permet de d�e�nir une s�equence de d�ecodage d'erreur correctrice pour M . 2

Remarque IV.7 1. L'existence d'une s�equence de d�ecodage d'erreur correctrice ne ga-
rantit pas que le motif soit corrigible.

2. Il n'y a pas �equivalence entre un motif d'erreur corrigible et un motif d'e�acement
corrigible ayant même support, comme l'illustrent les deux exemples ci-dessous.

Exemple : Dans les exemples suivants on consid�ere des codes binaires.

1. Un motif d'e�acement non corrigible pour C� peut être corrigible pour C par l'al-
gorithme �el�ementaire : consid�erons le produit de deux codes binaires 2-correcteurs
et le motif d'erreur

M =

0BBBBBB@
1111100 : : :
1110000 : : :
1110000 : : :
0000000 : : :

: : :

1CCCCCCA
on suppose que le motif d'erreur 111000 : : : n'est pas corrigible pour C1, et que
0111110 : : : est un mot de C1. On a alors apr�es correction des lignes

M
li
�!

0BBBBBB@
0111110 : : :
1110000 : : :
1110000 : : :
0000000 : : :

: : :

1CCCCCCA
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puis apr�es correction des colonnes

M
li
�! ( )

col
�!

0BBBBBB@
0110000 : : :
0110000 : : :
0110000 : : :
0??0000 : : :

: : :

1CCCCCCA
dans l'�etape suivante, correction des lignes, il reste au plus 2 erreurs dans chaque
ligne donc M est corrigible.

D'autre part M contient un motif 3� 3 et est donc non corrigible pour un algo-
rithme de d�ecodage d'e�acement corrigeant 2 e�acements seulement.

Remarquons que l'ordre de d�ecodage a une importance dans le cas des erreurs, si
on d�ecode dans M d'abord les colonnes on a

M
col
�!

0BBBBBB@
1110000 : : :
1110000 : : :
1110000 : : :
0000000 : : :

: : :

1CCCCCCA
li
�!

0BBBBBB@
1110000 : : :
1110000 : : :
1110000 : : :
0000000 : : :

: : :

1CCCCCCA �! �n

2. A l'inverse il existe des motifs d'erreur non corrigible pour C qui sont des motifs
d'e�acement corrigibles pour C�, consid�erons le motif

M =

0BBBBBBBBBBB@

0111000 : : :
0111100 : : :
0011110 : : :
0001110 : : :
0000000 : : :
0000000 : : :

: : :

1CCCCCCCCCCCA
le code C1 est le même que dans l'exemple pr�ec�edent, et on suppose que 111110 : : :
est un mot de C2, on a alors par d�ecodage d'erreur des lignes puis des colonnes

M
li
�!

0BBBBBBBBBBB@

0111110 : : :
0111110 : : :
0111110 : : :
0111110 : : :
0000000 : : :
0000000 : : :

: : :

1CCCCCCCCCCCA
col
�!

0BBBBBBBBBBB@

0111110 : : :
0111110 : : :
0111110 : : :
0111110 : : :
0111110 : : :
0000000 : : :

: : :

1CCCCCCCCCCCA
�! �n

ce motif donc n'est pas corrigible.

Il est clair d'autre part que si on consid�ere M comme un motif d'e�acement, il
est corrigible.
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4.2 L'algorithme de Reddy-Robinson

On suppose ici que 
2 est un algorithme de d�ecodage d'erreur pour C2 born�e strictement
par d2, et que 
1 est un algorithme de d�ecodage d'erreur et d'e�acement pour C1 born�e
strictement par d1.

Proposition IV.28 Soit M un motif d'erreur pour C, si M poss�ede au moins d1 colonnes
non corrigibles par 
2, alors M est non corrigible pour l'algorithme de Reddy-Robinson.

preuve : L'algorithme de Reddy-Robinson proc�ede de la fa�con suivante :

1. il d�ecode chacune des n1 colonnes num�erot�ee de 0 �a n1 � 1. Lors de chacun de ces
d�ecodages, il d�ecode ei erreurs,

2. pour chacune des n2 lignes, on e�ectue t2+1 d�ecodages, num�erot�es de 0 �a t2. Le j-i�eme
d�ecodage consiste �a remplacer par un e�acement toutes les positions i pour lesquelles
le i-i�eme d�ecodage de colonne a �echou�e, ou telles que ei > j.

Donc l'algorithme �echouera syst�ematiquement si le nombre de colonnes non corrigibles par

2 est au moins �egal �a d1. En e�et, dans ce cas, pour toutes les lignes et pour les t2 + 1
branches il y aura au moins d1 e�acements ce qui emp�echera la correction car 
1 est born�e
strictement par d1. 2

Le polynôme �enum�erateur de ces motifs non corrigibles est �egal �a

n1X
i=d1

P1(x)
i(P2(x) + P0(x))

n1�i;

o�u P0(x), P1(x) et P2(x) sont respectivement les polynômes des motifs corrigibles, non
corrigibles et erron�es de C2 pour 
2. Si PC(x) est le polynôme des motifs corrigibles de C,
alors

PC(x) � (1 + (q � 1)x)n1n2 �
n1X
i=d1

P1(x)
i(P2(x) + P0(x))

n1�i:

Exemple : Pour le code RS(14; 7; 8)
 RS(14; 7; 8), on peut obtenir une borne inf�e-
rieure du nombre de motifs d'erreur non corrigibles par l'algorithme de Reddy-Robinson
�a l'aide de la proposition ci-dessus. Les valeurs obtenues par le calcul sont donn�ees dans
le tableau IV.3.

Ce tableau nous permet de donner une borne sup�erieure de la capacit�e de correction
d'erreur du code pour cet algorithme, on obtient une borne de 105, lorsque le taux
d'erreur r�esiduel (cf. d�e�nition IV.14) est voisin de 10�5, ce qui correspond �a une pro-
babilit�e d'erreur p = 0:147. A titre de comparaison, on verra que les simulations pour
le même code avec l'algorithme �el�ementaire donnent le même taux d'erreur r�esiduel
pour p = 0:191 ; ce qui correspond �a une capacit�e de correction d'erreur d� = 125.
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w 1� Sw=
�
196
w

�
w 1� Sw=

�
196
w

�
w 1� Sw=

�
196
w

�
31 0 46 � 0:0033 61 � 0:018
32 � 6:5 10�11 47 � 0:0050 62 � 0:017
33 � 1:2 10�9 48 � 0:0072 63 � 0:016
34 � 1:1 10�8 49 � 0:0097 64 � 0:015
35 � 7:9 10�8 50 � 0:012 65 � 0:014
36 � 4:0 10�7 51 � 0:015 66 � 0:014
37 � 1:7 10�6 52 � 0:017 67 � 0:013
38 � 6:1 10�6 53 � 0:019 68 � 0:012
39 � 1:9 10�5 54 � 0:020 69 � 0:011
40 � 5:2 10�5 55 � 0:021 70 � 0:010
41 � 1:3 10�4 56 � 0:021 71 � 0:010
42 � 2:9 10�4 57 � 0:021 72 � 0:0095
43 � 6:1 10�4 58 � 0:021 73 � 0:0089
44 � 0:0011 59 � 0:020 74 � 0:0084
45 � 0:0020 60 � 0:019 75 � 0:0079

Tableau IV.3 :Borne inf�erieure de la proportion de motifs d'erreur non corrigibles pour le
d�ecodage du code RS(14; 7; 8)
 RS(14; 7; 8) par l'algorithme de Reddy-Robinson

4.3 Simulation { capacit�e de correction

4.3.1 Taux d'erreur r�esiduel

D�e�nition IV.14 On appelle taux d'erreur r�esiduel d'un code pour un algorithme de d�ecoda-
ge d'erreur et un canal donn�e, la probabilit�e pour qu'un mot de code transmis �a travers le
canal ne soit pas d�ecod�e.

Proposition IV.29 Soit un code lin�eaire C de longueur n sur Fq muni d'un algorithme 

de d�ecodage d'erreur, soit P (x) le polynôme des motifs d'erreur corrigibles de C pour 
,
Q(x) = (1 + (q � 1)x)n � P (x) est le polynôme des motifs non corrigibles.

Le taux d'erreur r�esiduel de C pour un canal de probabilit�e d'erreur p est �egal �a :

perr = (1� p)nQ(
p

(q � 1)(1� p)
) = 1� (1� p)nP (

p

(q � 1)(1� p)
): (IV.14)

preuve : Si Si est le nombre de motifs d'erreur corrigibles de poids i, le taux d'erreur
r�esiduel est �egal �a

1�
nX
i=0

Si

 
p

q � 1

!i

(1� p)n�i;

on a P (x) =
Pn

i=0 Six
i, et on en d�eduit facilement le r�esultat. 2
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4.3.2 La simulation

Comme pour les e�acements, �etant donn�e l'impossibilit�e d'obtenir une bonne �evaluation des
performances du code �a l'aide de r�esultats th�eoriques, nous avons fait appel �a des simulations.

L'algorithme �el�ementaire Nous donnons d'abord ici une proposition qui d�etermine l'en-
semble des poids d'erreur qui devront faire l'objet de la simulation.

Proposition IV.30 Nous supposons que C1(n1; k1; d1) et C2(n2; k2; d2) poss�edent un algo-
rithme de d�ecodage d'erreur born�e strictement par la distance minimale, on pose

t1 = b
d1 � 1

2
c; et t2 = b

d2 � 1

2
c:

Soit ei la proportion de motifs d'erreur de C1 
 C2 de poids i corrigibles par l'algorithme
�el�ementaire, on a

0 � i < L; ei = 1; (IV.15)

L � i � U; 0 < ei < 1; (IV.16)

o�u (
U = n1n2 � (n1 � t1)(n2 � t2);
L = (t1 + 1)(t2 + 1):

preuve : La proposition IV.13 nous assure que ei = 1 pour i < L, et le corollaire IV.6 que
ei < 1 pour i � L.

Il existe des motifs d'erreur de poids U corrigible, consid�erons par exemple le motif

��
��
��
��
����������

t1

t2

n1 � t1

n2 � t2

erreurs

o�u la zone hachur�ee est le support du motif. Toutes les lignes sauf les t2 premi�eres sont
corrigibles, donc apr�es d�ecodage des lignes on a un motif de la forme

����������
t2

n2 � t2

erreurs
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o�u la zone hachur�ee contient le reste du motif d'erreur, chacune des colonnes contient donc
au plus t2 erreurs et est donc corrigible. 2

La recherche du plus grand poids d'un motif corrigible est di�cile, tout comme la pr�e-
sentation d'un contre-exemple rigoureux montrant que cette borne n'est pas U .

En outre, les valeurs des ei pour i > U ne sont signi�catives dans le calcul du taux
d'erreur r�esiduel pour des valeurs �elev�ees de la probabilit�e d'erreur, valeurs pour lesquelles
les performances sont mauvaises.

L'algorithme de Reddy-Robinson

Proposition IV.31 Nous supposons que C1(n1; k1; d1) (resp. C2(n2; k2; d2)) poss�edent un
algorithme de d�ecodage d'erreur born�e strictement par la distance minimale, on pose

t2 = b
d2 � 1

2
c:

On suppose de plus qu'il existe un motif d'erreur de poids n2 non corrigible par 
2.
Soit ei la proportion de motifs d'erreur de C1
C2 de poids i corrigibles par l'algorithme

de Reddy-Robinson, on a

0 � i < L; ei = 1; (IV.17)

L � i � U; 0 < ei < 1; (IV.18)

o�u (
U = n1n2 � (n1 � d1 + 1)(n2 � t2);
L = d1d2

2
:

preuve : L'algorithme de Reddy-Robinson est born�e par la distance minimale, donc ei = 1
pour i < L. Comme il n'existe pas de meilleure borne pour l'algorithme, on a eL < 1.

Il existe des motifs d'erreur de poids U corrigibles, consid�erons par exemple le motif

�
�
��
�
��
�
��
�
���

��

������

d1 � 1

t2

n1 � d1 + 1

n2 � t2

erreurs

o�u la zone hachur�ee est le support du motif. On suppose de plus que chacune des d1 � 1
premi�eres colonnes est non corrigible. Apr�es d�ecodage des colonnes on a un motif de la forme

�
�
��
�
��
�
��
�
���

��
d1 � 1 n1 � d1 + 1



134 Chapitre IV. Codes Produit

o�u la zone hachur�ee contient des e�acements. Pour chaque ligne, la branche 	t2 devra corriger
un motif d'erreur et d'e�acement comprenant d1 � 1 e�acements et aucune erreur. Chaque
ligne est donc corrigible car aucune des autres branches 	i, i < t2 ne peut aboutir; il y aurait
en e�et n1 e�acements dans les t2 premi�eres lignes.

Le motif d�ecrit est donc corrigible, et eU > 0. 2

Comme pour l'algorithme �el�ementaire, il est di�cile, et peu utile d'un point de vue
pratique, de trouver la borne sup�erieure exacte des motifs d'erreur corrigibles par l'algorithme
de Reddy-Robinson.

4.3.3 D�ecodage au del�a de la distance minimale

Pour �evaluer le d�ecodage au del�a de la distance minimale, on utilise la capacit�e de correction
d'erreur.

D�e�nition IV.15 Soit C un code lin�eaire sur Fq de longueur n et soit P (x) son polynôme
des motifs d'erreur corrigibles pour un algorithme de d�ecodage d'erreur A. On pose

Pt�(x) =
t�X
i=0

 
n

i

!
(q � 1)ixi:

La capacit�e de correction de C pour l'algorithme A et pour la probabilit�e d'erreur p est
le plus grand entier impair d� = 2t� + 1 tel que

Pt�(
p

(q � 1)(1� p)
) � P (

p

(q � 1)(1� p)
) < Pt�+1(

p

(q � 1)(1� p)
):

Le taux d'erreur r�esiduel de C pour un canal de probabilit�e d'erreur p, dont le polynôme
des motifs d'e�acement corrigibles est �egal �a P (x), est �egal �a 1� (1� p)nP ( p

(q�1)(1�p)
).

D'autre part Pt�(x) est le polynôme des motifs d'erreur corrigibles d'un code �ctif C� de
longueur n, de distance minimale d� = 2t�+1, et muni d'un algorithme de d�ecodage d'erreur
born�e strictement par sa distance minimale.

La capacit�e de correction de C pour un algorithme et pour un canal donn�e est donc la
distance minimale d'un code C� qui, utilis�e dans le même canal et ayant un algorithme born�e
strictement par sa distance minimale, aurait un taux d'erreur r�esiduel voisin.

5 R�esultats des simulations

Soient C1(n1; k1; d1) et C2(n2; k2; d2) deux codes lin�eaires sur Fq . Soit C = C1 
 C2 le code
produit de C1 et C2.
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5.1 E�acements

Pour la correction d'e�acement, nous faisons l'hypoth�ese suivante sur les d�ecodeurs des codes
composants :

� 
1 et 
2 sont des algorithmes de d�ecodage d'e�acement de C1 et C2 capables de corriger
tous les motifs de poids inf�erieur strictement �a d1 et d2 respectivement et aucun autre.

Dans le cadre de cette hypoth�ese, ni la dimension des codes, ni le cardinal de Fq n'ont
d'in
uences sur les performances de d�ecodage du code produit.

Nous avons calcul�e par une simulation la capacit�e de correction du code RS(14; 7; 8)

RS(14; 7; 8), le tableau IV.4 donne une �evaluation de la proportion de motifs corrigibles.
Pour chaque poids 106 motifs ont �et�e g�en�er�es al�eatoirement. Pour les poids inf�erieurs �a 120
tous les motifs d'e�acement g�en�er�es ont �et�e corrig�es.

w ~Sw=M w ~Sw=M w ~Sw=M
< 120 1.000000 129 0.989830 139 0.344820
120 0.999998 130 0.980354 140 0.240351
121 0.999995 131 0.964168 141 0.153589
122 0.999980 132 0.938254 142 0.088032
123 0.999929 133 0.899242 143 0.044455
124 0.999846 134 0.844023 144 0.019035
125 0.999582 135 0.770268 145 0.006589
126 0.998985 136 0.678731 146 0.001676
127 0.997665 137 0.572586 147 0.000249
128 0.994961 138 0.458300 > 147 0

Tableau IV.4 :RS(14; 7; 8)
 RS(14; 7; 8), simulation pour la correction d'e�acement

Ces r�esultats de simulation nous ont permis de donner une estimation du polynôme des
motifs corrigibles du code,

P (x) =
196X
w=0

 
196

w

!
~Sw
M
xw;

qui permet de calculer le taux d'e�acement r�esiduel peff pour toute valeur p de la probabilit�e
d'e�acement du canal

peff = (1� p)196P (
p

1� p
);

ces r�esultats sont donn�es dans le tableau IV.5.

Dans le tableau IV.6, nous donnons la valeur de la capacit�e de correction d'e�acement
pour des valeurs donn�ees du taux d'e�acement r�esiduel. On notera que la capacit�e de cor-
rection varie peu, et donc constitue, au moins pour le code RS(14; 7; 8)
 RS(14; 7; 8), une
mesure pertinente des performances du code.
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p peff p peff p peff
0,45 1,97.10�10 0,54 0,24.10�4 0,63 0,0321
0,46 1,01.10�9 0,55 0,68.10�4 0,64 0,0549
0,47 0,44.10�8 0,56 1,77.10�4 0,65 0,0893
0,48 1,83.10�8 0,57 0,43.10�3 0,66 0,1381
0,49 0,70.10�7 0,58 1,01.10�3 0,67 0,2032
0,50 0,25.10�6 0,59 0,22.10�2 0,68 0,2847
0,51 0,87.10�6 0,60 0,47.10�2 0,69 0,3803
0,52 0,28.10�6 0,61 0,94.10�2 0,70 0,4853
0,53 0,86.10�5 0,62 1,78.10�2

Tableau IV.5 : Taux d'e�acement r�esiduel du code RS(14; 7; 8)
 RS(14; 7; 8) pour diverses
valeurs de la probabilit�e d'e�acement p

p d� peff
0:652 136 � 10�1

0:610 135 � 10�2

0:579 135 � 10�3

0:553 134 � 10�4

0:531 134 � 10�5

0:511 133 � 10�6

0:492 133 � 10�7

Tableau IV.6 :Capacit�es de correction d'e�acement pour un code C(14; 7; 8) 
 C(14; 7; 8)
pour di��erents taux d'e�acement r�esiduels

En�n pour certains codes produit ayant des codes composants �egaux de longueur 14 ou
15 et dont la distance minimale varie de 3 �a 9, nous donnons dans le tableau IV.7 la capacit�e
de correction d'e�acement lorsque le taux d'e�acement r�esiduel est voisin de 10�5.

On notera que la capacit�e de correction d'e�acement est dans ces exemples toujours tr�es
sup�erieure �a la distance minimale.

5.2 Erreurs

5.2.1 Premier exemple : RS(14; 7; 8)
 RS(14; 7; 8)

Pour le d�ecodage d'erreur, nous avons, de la même mani�ere que pour les e�acements, calcul�e
le taux d'erreur r�esiduel (tableau IV.9) et la capacit�e de correction (tableau IV.10) du code
RS(14; 7; 8) 
 RS(14; 7; 8) �a partir des r�esultats obtenus en simulant le d�ecodage d'erreur
par l'algorithme �el�ementaire (tableau IV.8).

On constate alors que les variations de la capacit�e de correction d'erreur sont plus im-
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n = 14
p d� peff param�etres

(cas MDS)
d = 3 0:078 34 < 10�5 (196,144,9)
d = 4 0:189 62 < 10�5 (196,121,16)
d = 5 0:284 84 < 10�5 (196,100,25)
d = 6 0:370 102 < 10�5 (196,81,36)
d = 7 0:452 118 < 10�5 (196,64,49)
d = 8 0:531 134 < 10�5 (196,49,64)

n = 15
p d� peff param�etres

(cas MDS)
d = 3 0:071 35 < 10�5 (225,169,9)
d = 4 0:180 67 < 10�5 (225,144,16)
d = 5 0:269 90 < 10�5 (225,121,25)
d = 6 0:349 110 < 10�5 (225,100,36)
d = 7 0:426 128 < 10�5 (225,81,49)
d = 8 0:501 145 < 10�5 (225,64,64)
d = 9 0:573 160 < 10�5 (225,49,81)

Tableau IV.7 :capacit�e de d�ecodage d'e�acement du code C(n; k; d)
C(n; k; d) pour n = 14
et n = 15

portantes que celles de la capacit�e de correction d'e�acement.

5.2.2 Autres exemples

Nous avons simul�e le d�ecodage d'autre codes produit, nous ne pr�esenterons pas comme pour
le code pr�ec�edent tous les d�etails, mais seulement la capacit�e de correction d'erreur lorsque
le taux d'erreur r�esiduel a des valeurs entre 10�4 et 10�6. Dans les r�esultats donn�es par
le tableau IV.11, on remarquera que lorsque le taux d'erreur r�esiduel vaut 10�5 le code
RS(15; 7; 9) 
 RS(15; 7; 9) a une capacit�e de correction �egale �a 179. Cette valeur est tr�es
�elev�ee, puisque la borne de Singleton nous a�rme qu'un code de longueur 225 et de dimension
49 a une distance minimale au plus �egale �a 177.

Donc il n'existe, pour obtenir un taux d'erreur r�esiduel de 10�5, aucun code en bloc de
même longueur et de même taux de transmission, dont l'algorithme de d�ecodage soit born�e
strictement par la distance minimale, qui ait des performances �equivalentes ou sup�erieure au
code RS(15; 7; 9)
 RS(15; 7; 9).

5.2.3 Am�elioration de l'algorithme �el�ementaire

Les r�esultats de ces simulations, et en particulier le fait que l'algorithme �el�ementaire soit
plus performant am�ene une remarque
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w ~Sw=M w ~Sw=M w ~Sw=M
<50 1.00000 59 0.98937 69 0.38256
50 0.99994 60 0.98252 70 0.25701
51 0.99983 61 0.97046 71 0.15092
52 0.99978 62 0.95159 72 0.07540
53 0.99943 63 0.92268 73 0.02980
54 0.99936 64 0.87870 74 0.00710
55 0.99894 65 0.81776 75 0.00140
56 0.99781 66 0.73343 >75 0
57 0.99629 67 0.63188
58 0.99372 68 0.51199

Tableau IV.8 :RS(14; 7; 8)
 RS(14; 7; 8), correction d'erreur par l'algorithme �el�ementaire

p perr p perr
0.15 1:85 10�8 0.23 0:75 10�3

0.16 1:08 10�7 0.24 1:89 10�3

0.17 0:53 10�6 0.25 0:44 10�2

0.18 0:23 10�5 0.26 0:96 10�2

0.19 0:87 10�5 0.27 0.0194
0.20 0:30 10�4 0.28 0.0367
0.21 0:95 10�4 0.29 0.0646
0.22 0:28 10�3 0.30 0.1066

Tableau IV.9 :RS(14; 7; 8)
 RS(14; 7; 8), taux d'erreur r�esiduel, pour di��erentes valeurs de
la probabilit�e d'erreur par symbole p

p perr d�

0.159 � 10�7 121
0.174 � 10�6 123
0.191 � 10�5 125
0.210 � 10�4 129
0.233 � 10�3 131
0.260 � 10�2 133
0.298 � 10�1 135

Tableau IV.10 :RS(14; 7; 8) 
 RS(14; 7; 8), capacit�e de correction d'erreur pour di��erents
taux d'erreur r�esiduels perr
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RS(14; 10; 5)
 RS(14; 10; 5) RS(14; 8; 7)
 RS(14; 8; 7)
perr p d� p d�

10�4 0.070 59 0.194 121
10�5 0.055 55 0.174 117
10�6 0.043 51 0.159 115

RS(14; 7; 8)
 RS(14; 7; 8) RS(15; 7; 9)
 RS(15; 7; 9)
perr p d� p d�

10�4 0.210 129 0.284 181
10�5 0.191 125 0.265 179
10�6 0.174 123 0.249 177

Tableau IV.11 : Capacit�e de correction de certains codes produit de Reed-Solomon sur F16

n

L'algorithme de Reddy-Robinson a une meilleure borne que l'algorithme �el�emen-
taire : il est meilleur pour les motifs de poids proches de la moiti�e de la distance
minimale, et pourtant il est moins performant en moyenne.

Il existe donc des motifs corrigibles par l'un de ces algorithmes et pas par l'autre.
Comment combiner ces deux algorithmes de fa�con �a obtenir un gain sensible? L'id�ee de

l'am�elioration est la suivante :

On voudrait pouvoir corriger les motifsM tels qu'il existe une s�equence de d�eco-
dage d'erreur M !M 0, avec M 0 corrigible par l'algorithme de Reddy-Robinson.

En pratique nous allons it�erer un algorithme proche de l'algorithme de Reddy-Robinson.
Nous �etendons l'algorithme de Reddy-Robinson en rajoutant pour le d�ecodage des lignes

une branche suppl�ementaire sans e�acement. Cet algorithme est ensuite it�er�e. La proc�edure
compl�ete est d�ecrite en annexe C.

Cette am�elioration est notable, en particulier pour le code RS(14; 7; 8)
 RS(14; 7; 8) et
un taux d'erreur r�esiduel de 10�5, la capacit�e de correction passe de 125 �a 129, pour une
probabilit�e d'erreur de p = 0:191 et p = 0:199 respectivement (cf. tableau IV.12).

p perr d�

0.183 � 10�6 129
0.199 � 10�5 129
0.217 � 10�4 131
0.239 � 10�3 133

Tableau IV.12 :RS(14; 7; 8)
 RS(14; 7; 8), capacit�e de correction d'erreur pour une version
am�elior�ee du d�ecodage
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6 Remarques sur la complexit�e du d�ecodage

Cette section d�ecrit l'une des propri�et�es fondamentale des codes produit ; le faible coût
algorithmique de leur d�ecodage.

6.1 Algorithme �el�ementaire

L'algorithme �el�ementaire de d�ecodage des codes produits ne permet pas un d�ecodage en
temps constant, les bornes sup�erieures de la complexit�e de d�ecodage d'un mot sont relati-
vement mauvaises, en e�et certaines con�gurations d'erreur peuvent provoquer des cycles
dans le d�ecodage, cycles di�cile �a d�etecter. Ces con�gurations sont cependant rares, et la
complexit�e en moyenne reste tr�es satisfaisante.

6.1.1 Etude th�eorique

Il est di�cile de donner avec pr�ecision la complexit�e du d�ecodage. Celle-ci d�epend du nombre
d'it�erations de l'algorithme, nombre qui est susceptible de beaucoup varier.

On peut cependant dire que le nombre de d�ecodages par ligne et par colonne est de
l'ordre de 1, c'est-�a-dire que si la complexit�e de d�ecodage d'une ligne est �1 et la complexit�e
de d�ecodage d'une colonne est �2, la complexit�e de d�ecodage d'un mot du code produit est
de l'ordre de

� = n1�2 + n2�1;

et si n1 = n2 = n et �1 = �2 = O(na), alors

� = O(na+1) = O(N
a+1
2 );

o�u N = n2 est la longueur du code produit.
Bien entendu ce calcul est approximatif, les complexit�e de d�ecodage n'�etant pas en g�en�eral

en O(na). En revanche, il souligne bien que la complexit�e de d�ecodage est relativement faible.

Le cas des codes de Reed-Solomon Dans le cas o�u les codes composants sont des codes
de Reed-Solomon, on peut faire une �evaluation plus pr�ecise.

La complexit�e de d�ecodage d'un code de Reed-Solomon de longueur n et de dimension k
sur Fq est �equivalente �a �(n�k)

2. Donc si C1 = C2 = RS(n; k; d), la complexit�e de d�ecodage
d'un mot du code produit, c'est-�a-dire de k2 symboles de Fq est

� = 2��n(n� k)2;

o�u � est le nombre moyen de d�ecodage par ligne et par colonne. Et si on pose R = k=n, on
obtient

� = 2��n3(1� R)2:

Calculons maintenant �a titre de comparaison la complexit�e d'un code de Reed-Solomon
de longueur n sur Fq et ayant le même taux de transmission que le code produit, c'est-�a-dire
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une dimension �egale �a k2=n. Pour transmettre k2 symboles d'information de ce code il faut
n mots de code, la compl�exit�e de d�ecodage est donc �egale �a

�0 = �n(n�
k2

n
)2;

soit encore
�0 = �n3(1�R2)2:

Le rapport �=�0 est �egale �a 2�=(1 + R)2. Par exemple si � = 3=2 et R = 1=2, ce
rapport vaut 4=3, c'est-�a-dire que le code produit est tr�es l�eg�erement plus complexe �a d�ecoder,
alors que ses performances sont, au moins pour les exemples que nous avons trait�es, tr�es
sup�erieures.

Par exemple le code RS(15; 3; 13) a un taux d'erreur r�esiduel de 0:14 pour p = 0:265, au
lieu de 10�5 pour le code produit RS(15; 7; 9)
RS(15; 7; 9).

6.1.2 Complexit�e de d�ecodage en fonction du taux d'erreur

Nous donnons ici des �evaluations pr�ecises de la complexit�e du d�ecodage d'erreur du code
produit RS(14; 7; 8)
 RS(14; 7; 8), pour l'algorithme �el�ementaire.

L'algorithme de d�ecodage des codes produits est obtenu par it�erations de l'algorithme de
d�ecodage des lignes et des colonnes, dans le cas du code produit RS(14; 7; 8)
RS(14; 7; 8),
le d�ecodage d'une ligne ou d'une colonne est e�ectu�e par l'algorithme d'Euclide �etendu qui
peut être d�ecompos�e en 3 �etapes :

1. Calcul du syndrome (ici �evaluation d'un polynôme en 7 points).

2. Calcul des polynômes localisateur et �evaluateur (par l'algorithme d'Euclide �etendu)

3. Calcul de l'erreur (calcul des racines d'un polynôme, puis �evaluation d'une polynôme
en chacune de ces racines { ici on a au maximum 3 racines)

Les coût de ces di��erentes �etapes d�ependent des choix fait pour la mise �uvre. L'�etape 1
a un coût constant faible par rapport au coût des �etapes 2 et 3. L'�etape 2 a un coût �egal
au nombre de divisions euclidienne neccessaires �a l'obtention des polynômes localisateur
et �evaluateur, ce nombre etant sensiblement �egal au nombre d'erreur corrig�ees. L'�etape 3
a un coût proportionnel au nombre d'erreur d�ecod�ees (c'est-�a-dire le degr�e du polynôme
localisateur).

L'�etape 2 �etant plus couteuse que l'�etape 3, du moins lorsque le corps �ni est de petite
taille, nous avons choisi comme mesure de la complexit�e de d�ecodage le nombre de divisions
euclidiennes e�ectu�ees au total au cours du d�ecodage d'un mot du code produit.

Pour tous les poids entre 0 et 196, nous avons e�ectu�e 104 tirages al�eatoires de motifs
d'erreur, et compt�e le nombre de divisions euclidiennes, les r�esultats sont donn�es dans la
table IV.13.

A partir de ces chi�res nous avons calcul�e le nombre moyen de divisions euclidiennes pour
un canal q � aire (q = 16) sym�etrique, et pour des probabilit�es d'erreur variant entre 0% et
100%. Ces r�esultats sont donn�es dans la table IV.14
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poids nb. de div.
0 0 1 10000 2 19961 3 29859 4 39737
5 49610 6 59456 7 69373 8 79305 9 89366
10 99553 11 109602 12 120349 13 130735 14 141503
15 152718 16 163748 17 175433 18 187050 19 198928
20 211632 21 224014 22 236835 23 249753 24 263714
25 277481 26 291164 27 305885 28 320479 29 334736
30 350600 31 366009 32 381828 33 397757 34 413929
35 431520 36 448248 37 466064 38 484002 39 502951
40 523426 41 542747 42 564763 43 585612 44 607924
45 631636 46 656505 47 681247 48 706533 49 735301
50 764845 51 795718 52 827268 53 860652 54 898911
55 935244 56 974575 57 1017447 58 1062003 59 1109045
60 1159444 61 1209635 62 1257765 63 1309160 64 1350967
65 1389294 66 1408849 67 1416338 68 1402355 69 1365319
70 1312110 71 1252676 72 1192086 73 1134084 74 1087754
75 1055104 76 1027666 77 1001691 78 97763 79 96106
80 95585 81 93238 82 91880 83 90647 84 90417
85 89110 86 88142 87 86894 88 86510 89 85921
90 85443 91 84480 92 84520 93 83817 94 83159
95 83026 96 82851 97 82973 98 82212 99 81752
100 81496 101 81677 102 80911 103 80852 104 81022
105 80663 106 80644 107 80204 108 80250 109 79989
110 80010 111 80022 112 79951 113 79832 114 79840
115 79680 116 79597 117 79623 118 79663 119 79548
120 79276 121 79353 122 79566 123 79666 124 79499
125 79341 126 79428 127 79313 128 79352 129 79493
130 79440 131 79331 132 79175 133 79409 134 79327
135 79469 136 79308 137 79326 138 79396 139 79252
140 79327 141 79420 142 79205 143 79346 144 79297
145 79135 146 79308 147 79379 148 79391 149 79307
150 79419 151 79367 152 79495 153 79207 154 79340
155 79351 156 79278 157 79448 158 79266 159 79415
160 79560 161 79282 162 79344 163 79377 164 79226
165 79232 166 79291 167 79328 168 79409 169 79205
170 79400 171 79273 172 79417 173 79166 174 79302
175 79436 176 79178 177 79396 178 79464 179 79273
180 79414 181 79484 182 79401 183 79367 184 79291
185 79138 186 79361 187 79241 188 79291 189 79251
190 79213 191 79241 192 79235 193 79283 194 79355
195 79469 196 79285

Tableau IV.13 : Nombre de divisions pour 10000 tirages, et pour tous les poids d'erreur
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p (en %) nb. de div.
0 0 1 1.952 2 3.893 3 5.838 4 7.803
5 9.806 6 11.862 7 13.987 8 16.194 9 18.492
10 20.890 11 23.392 12 26.003 13 28.725 14 31.563
15 34.524 16 37.619 17 40.865 18 44.284 19 47.905
20 51.761 21 55.890 22 60.337 23 65.149 24 70.372
25 76.040 26 82.153 27 88.654 28 95.401 29 102.143
30 108.521 31 114.105 32 118.455 33 121.210 34 122.174
35 121.367 36 119.019 37 115.525 38 111.353 39 106.954
40 102.694 41 98.815 42 95.439 43 92.593 44 90.241
45 88.317 46 86.746 47 85.461 48 84.405 49 83.529
50 82.800 51 82.189 52 81.676 53 81.244 54 80.883
55 80.582 56 80.332 57 80.128 58 79.961 59 79.827
60 79.719 61 79.633 62 79.566 63 79.513 64 79.471
65 79.438 66 79.411 67 79.390 68 79.372 69 79.358
70 79.346 71 79.337 72 79.331 73 79.327 74 79.327
75 79.330 76 79.335 77 79.340 78 79.345 79 79.349
80 79.351 81 79.349 82 79.345 83 79.338 84 79.330
85 79.323 86 79.318 87 79.317 88 79.320 89 79.327
90 79.338 91 79.349 92 79.356 93 79.349 94 79.327
95 79.296 96 79.270 97 79.255 98 79.259 99 79.313
100 79.318

Tableau IV.14 : Nombre moyen de divisions par d�ecodage en fonction du taux d'erreur
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6.1.3 Complexit�e et performances

Il peut être int�eressant de consid�erer comment varient la complexit�e de d�ecodage et les
performances du codes en fonction du poids de l'erreur (�gure IV.2) ou du taux d'erreur d'un
canal q-aire sym�etrique (�gure IV.3, les courbes donn�ees sont celles du code RS(14; 7; 8)

RS(14; 7; 8). Dans les courbes la complexit�e a �et�e divis�ee par 3� 28; 28 etant la somme du
nombre de lignes et de colonnes, et 3 etant le nombre maximal de divisions e�ectu�ees par
l'algorithme d'Euclide �etendu pour d�ecoder le code RS(14; 7; 8).

Une complexit�e 1 correspond donc grossi�erement �a un d�ecodage par ligne et par colonne.

On notera que dans les domaines o�u l'algorithme est e�cace, c'est-�a-dire lorsque le taux
de correction est voisin de 1, la complexit�e varie de fa�con sensiblement lin�eaire par rapport
au taux d'erreur.

6.2 Algorithme de Reddy-Robinson et d�eriv�e

6.2.1 Algorithme de Reddy-Robinson

A l'inverse de l'algorithme �el�ementaire l'algorithme de Reddy-Robinson se d�ecode en temps
constant, on peut d�etailler sa complexit�e :

1. chaque colonne est d�ecod�ee 1 fois,

2. chaque ligne est d�ecod�ee (d2 + 1)=2 fois.

On consid�ere que les autres �etapes de la proc�edure de d�ecodage ont une complexit�e non
signi�cative.

Le cas Reed-Solomon On suppose que C1 et C2 sont �egaux �a un code de Reed-Solomon
RS(n; k; d). On suppose que ce dernier code a une complexit�e de d�ecodage de �(n� k)2, la
complexit�e de d�ecodage du code produit vaut alors

� = n
d+ 1

2
�(n� k)2 + �n(n� k)2;

on a d = n� k + 1, et on pose R = k=n,

� = �n3(
n� k

2
+ 1)(1� R)2 + �n3(1�R)2;

soit encore

� = �n4
(1� R)3

2
+ 2�n3(1�R)2:

Bien que cette complexit�e soit asymptotiquement sup�erieure �a celle de l'algorithme �el�e-
mentaire, pour les codes �etudi�es (i.e. codes de Reed-Solomon de longueur 15) les complexit�es
sont sensiblement �equivalentes.
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Figure IV.2 : RS(14; 7; 8) 
 RS(14; 7; 8), taux de correction et complexit�e, en abscisse le
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6.2.2 Algorithme de Reddy-Robinson it�er�e

En�n, nous ajoutons un dernier mot sur la complexit�e de l'algorithme d�eriv�e des deux pre-
miers (cf. annexe C).

La complexit�e de cet algorithme va être fonction du nombre moyen d'it�erations, chacune
de ces it�eration ayant une complexit�e sensiblement �egale �a celle de l'algorithme de Reddy-
Robinson.

Ce nombre, comme dans le cas de l'algorithme �el�ementaire est di�cile a d�eterminer de
fa�con th�eorique. Notons que pour les codes dont nous avons simul�e le d�ecodage, le nombre
moyen d'it�erations est tr�es proche de celui obtenu pour l'algorithme �el�ementaire.

C'est-�a-dire que le nombre de d�ecodages des codes composants est sensiblement le même,
mais que chacun de ces d�ecodages a demand�e respectivement t2 + 2 et t1 + 2 appels �a phi1
et phi2, o�u t1 et t2 sont le nombre d'erreurs corrigibles par �1 le d�ecodeur d'erreur des lignes
et �2 le d�ecodeur d'erreur des colonnes.

Le cas des codes de Reed-Solomon Si l'on suppose que les codes composants sont deux
codes de Reed-Solomon identiques RS(n; k; d), si t = bd=2c, alors la complexit�e de d�ecodage
est sensiblement �egale �a

� = 2��(t+ 2)n3(1� R)2;

en reprenant les notations de la section 6.1.1.



Conclusions et perspectives

1 D�ecodage au del�a de la distance minimale

Les codes que nous avons �etudi�es dans ce travail corrigent certains motifs d'erreur de poids
sup�erieur �a la moiti�e de la distance minimale. Or pour juger des performances d'un algorithme
de d�ecodage on utilise g�en�eralement sa borne, la distance minimale �etant la meilleure borne
pour un code donn�e. On jugera g�en�eralement qu'un code est bon s'il a une bonne distance
minimale.

Pour juger des codes d�ecodant au-del�a de la distance minimale nous avons utilis�e la ca-
pacit�e de correction. Bien qu'ayant la même dimension qu'une distance minimale, il convient
de prendre des pr�ecaution sur son interpretation :

� la capacit�e de correction d�epend du taux d'erreur du canal,

� lorsque ce taux d'erreur tend vers 1 la capacit�e de correction tend vers la borne de
l'algorithme, si mauvaise soit-elle,

� si l'on souhaite comparer deux codes, il faut comparer les capacit�es de correction de
leur meilleur algorithme, et non la distance minimale de l'un et la capacit�e de correction
de l'autre.

Si l'on souhaite pourtant se faire une id�ee des performances d'un code �a partir de sa ca-
pacit�e de correction d�, il faut donc bien pr�eciser que l'hypoth�etique code de même longueur,
de même dimension et de distance minimale d�, n'aura des performances du même ordre que
si son meilleur algorithme de d�ecodage, dont la complexit�e algorithmique est acceptable, est
born�e strictement par sa distance minimale.

Tous les codes BCH, et donc en particulier les codes de Reed-Solomon sont dans ce cas,
en e�et le meilleur algorithme (raisonnable) connu, est l'algorithme d'Euclide �etendu (ou de
fa�con �equivalente l'algorithme de Berlekamp-Massey [30]) qui est born�e strictement par la
distance construite.

Dans cette optique, le principal int�eret des codes produit, et dans une moindre mesure des
codes concat�en�es, est qu'ils disposent d'un algorithme naturel capable de corriger nettement
au del�a de la distance minimale.
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2 Quels codes produit ?

Quelques tentatives de d�ecodage de produits de code de Hamming ont �et�e e�ectu�es, les
r�esultats on �et�e relativement d�ecevants. En e�et, pour obtenir un taux d'erreur r�esiduel de
10�5 le produit d'un code de Hamming de longueur 15 par lui-même a une capacit�e de
correction de 17, alors que des codes BCH de même longueur 225, et de dimension voisine
117 ou 125 ont pour distance minimale 29 ou 27.

Consid�erons un autre produit de code binaire, le code B(15; 7)
B(15; 7), o�u B(15; 7) est
le code BCH primitif au sens strict de longueur 15, de distance construite 7 et de dimension
5. Nous avons obtenu pour un taux d'erreur r�esiduel de 10�5 une capacit�e de correction de
115 pour ce code. Ce r�esultat est bien meilleur puisque qu'aucun code BCH ne peut atteindre
ces valeurs.

Il convient cependant de pr�eciser que les simulations faites pour ces deux codes n'ont
pas �et�e pouss�ees tr�es loin. Les valeurs donn�ees pour la capacit�e de correction sont donc
probablement l�eg�erement sur�evalu�ees.

En tenant compte de ces r�esultats ainsi que de ceux expos�es dans la th�ese, on peut d�egager
deux propri�et�es empiriques souhaitables pour construire de bons codes produit :

1. les codes composants ne doivent pas être parfait, car l'algorithme risque alors d'ajouter
des erreurs plus souvent qu'il n'en corrige,

2. le taux de transmission doit être faible.

Cela indique que les les codes produit ne peuvent pas avoir des param�etres quelconques,
et ne sont pas adapt�es �a tous les types de bruits, mais bien a ceux que nous avons consid�er�es
dans ce travail. Il nous semble de toute fa�con que les codes produit n'ont pas b�en�e�ci�e d'une
attention su�sante en ce qui concerne leurs applications au codage, cela est probablement du
�a leur mauvaise distance minimale, distance minimale qui devient même ex�ecrable asymp-
totiquement. Cet argument n'est plus valable d�es que l'on utilise des crit�eres plus adapt�es
�a une utilisation pratique comme la capacit�e de correction, ou même des crit�eres th�eoriques
plus complets comme la distribution des poids, en e�et les r�esultats de la section 1.2 du
chapitre IV prouvent que le nombre de mot de poids minimal est tr�es faible par rapport au
cardinal du code.

3 Codes concat�en�es vs. codes produit

Une question peut sembler naturelle apr�es ce travail : des codes produit et des codes conca-
t�en�es, quelle est la meilleure construction?

La r�eponse n'est �evidemment pas simple, d'abord parceque nous n'avons pas encore
su�semment d'�el�ements pour r�epondre, et ensuite parcequ'il est di�cile de construire un
code produit et un code concat�en�e qui soit comparable.

Pour faire une comparaison �equitable, il faudrait obtenir par chacune de ces constructions
un code de même longueur, de même dimension, d�e�ni sur le même corps et ayant une
complexit�e de d�ecodage comparable.
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De plus on a vu pour les codes produit que ceux-ci �etaient relativement meilleurs pour
des taux de transmission faible, qu'en est il des codes concat�en�es, et les taux de transmission
optimaux sont-ils les même ? On peut penser par exemple que les deux construction vont
être adapt�ees �a des applications di��erentes.

En�n existe-il une construction plus performante combinant le produit et la concat�ena-
tion, par exemple un code produit utilis�e comme code externe d'un code concat�en�e ?
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Annexe A

R�esolution des �equations de Newton

en MAPLE

Nous pr�esentons ici des preuves de resultats annonc�es dans le chapitre II

1 Recherche de contradictions

Chacune des trois preuves pr�esent�ees ici a �et�e obtenue �a l'aide du logiciel de calcul formel
MAPLE. Le lecteur se rendra compte ais�ement que ces calculs �etaient impossibles \�a la
main".

Chacune de ces preuves a �et�e obtenue �a la suite d'une session int�eractive de l'ordre de
quelques heures, mais ont neccessit�e seulement quelques minutes de temps calcul sur des
SUN 3 et SUN 4, et une v�eri�cation de la validit�e des r�esultats �a l'aide du même logiciel
peut et a �et�e faite tr�es rapidement.

1.1 Le code B(255; 59) n'admet pas de mots de poids 59

Nous consid�erons les �equations de Newton eqr pour 0 < r � n = 255, pour le code B(255; 59),
et pour le poids � = 59. Nous voulons montrer qu'il n'existe pas de mots de code de poids
�.

D'apr�es la propri�et�e de conjugaison des fonctions puissances sym�etriques, et en tenant
compte de l'ensemble de d�e�nition du code, les seules fonctions puissances sym�etriques in-
connues sont

A59; A61; A63; A85; A87; A91; A95; A111; A119; A127;

et puisque 255 et 59 sont premier entre eux, on peut supposer A59 = 1.

On a eq59 : �59 = A59 = 1, et les �i pour i impair, 1 � i < 59 sont nuls.

Les �equations de Newton eqi, pour i impair, 61 � i � 119 nous fournissent un syst�eme
triangulaire lin�eaire donnant les �i, pour i pair, 2 � i � 58 ce syst�eme est form�e des 29
�equations suivantes

eq61 : A61 + �2 = 0
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eq63 : A63 + A61�2 + �4 = 0

eq65 : A63�2 + A61�4 + �6 = 0

eq67 : A63�4 + A61�6 + �8 = 0

eq69 : A63�6 + A61�8 + �10 = 0

eq71 : A63�8 + A61�10 + �12 = 0

eq73 : A63�10 + A61�12 + �14 = 0

eq75 : A63�12 + A61�14 + �16 = 0

eq77 : A63�14 + A61�16 + �18 = 0

eq79 : A64
61 + A63�16 + A61�18 + �20 = 0

eq81 : A64
61�2 + A63�18 + A61�20 + �22 = 0

eq83 : A64
61�4 + A63�20 + A61�22 + �24 = 0

eq85 : A85 + A64
61�6 + A63�22 + A61�24 + �26 = 0

eq87 : A87 + A85�2 + A64
61�8 + A63�24 + A61�26 + �28 = 0

eq89 : A87�2 + A85�4 + A64
61�10 + A63�26 + A61�28 + �30 = 0

eq91 : A91 + A87�4 + A85�6 + A64
61�12 + A63�28 + A61�30 + �32 = 0

eq93 : A4
87 + A91�2 + A87�6 + A85�8 + A64

61�14 + A63�30 + A61�32 + �34 = 0

eq95 : A95 + A4
87�2 + A91�4 + A87�8 + A85�10 + A64

61�16 + A63�32 + A61�34 + �36 = 0

eq97 : A95�2 + A4
87�4 + A91�6 + A87�10 + A85�12 + A64

61�18 + A63�34 + A61�36 + �38 = 0

eq99 : A95�4 + A4
87�6 + A91�8 + A87�12 + A85�14 + A64

61�20 + A63�36 + A61�38 + �40 = 0

eq101 : A95�6 + A4
87�8 + A91�10 + A87�14 + A85�16 + A64

61�22 + A63�38 + A61�40 + �42 = 0

eq103 : 1 + A95�8 + A4
87�10 + A91�12 + A87�16 + A85�18 + A64

61�24 + A63�40 + A61�42

+�44 = 0

eq105 : �2 + A95�10 + A4
87�12 + A91�14 + A87�18 + A85�20 + A64

61�26 + A63�42 + A61�44

+�46 = 0

eq107 : A32
91 + �4 + A95�12 + A4

87�14 + A91�16 + A87�20 + A85�22 + A64
61�28 + A63�44

+A61�46 + �48 = 0

eq109 : A4
91 + A32

91�2 + �6 + A95�14 + A4
87�16 + A91�18 + A87�22 + A85�24 + A64

61�30 + A63�46

+A61�48 + �50 = 0

eq111 : A111 + A4
91�2 + A32

91�4 + �8 + A95�16 + A4
87�18 + A91�20 + A87�24 + A85�26 + A64

61�32

+A63�48 + A61�50 + �52 = 0

eq113 : A111�2 + A4
91�4 + A32

91�6 + �10 + A95�18 + A4
87�20 + A91�22 + A87�26 + A85�28

+A64
61�34 + A63�50 + A61�52 + �54 = 0

eq115 : A111�4 + A4
91�6 + A32

91�8 + �12 + A95�20 + A4
87�22 + A91�24 + A87�28 + A85�30

+A64
61�36 + A63�52 + A61�54 + �56 = 0

eq117 : A16
87 + A111�6 + A4

91�8 + A32
91�10 + �14 + A95�22 + A4

87�24 + A91�26 + A87�30

+A85�32 + A64
61�38 + A63�54 + A61�56 + �58 = 0
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eq119 : A119 + A16
87�2 + A111�8 + A4

91�10 + A32
91�12 + �16 + A95�24 + A4

87�26 + A91�28

+A87�32 + A85�34 + A64
61�40 + A63�56 + A61�58 = 0

la r�esolution de ce syst�eme nous donne l'expression des �i en fonction des Ai

�2 := A61

�4 := A2
61 + A63

�6 := A3
61

�8 := A63A
2
61 + A2

63 + A4
61

�10 := A61A
2
63 + A5

61

�12 := A3
63 + A63A

4
61 + A6

61

�14 := A7
61

�16 := A4
63 + A2

63A
4
61 + A63A

6
61 + A8

61

�18 := A61A
4
63 + A2

63A
5
61 + A9

61

�20 := A64
61 + A5

63 + A3
63A

4
61 + A63A

8
61 + A2

61A
4
63 + A10

61

�22 := A3
61A

4
63 + A11

61

�24 := A66
61 + A6

63 + A2
63A

8
61 + A2

61A
5
63 + A63A

10
61 + A12

61

�26 := A85 + A61A
6
63 + A2

63A
9
61 + A13

61

�28 := A87 + A64
61A

2
63 + A68

61 + A7
63 + A3

63A
8
61 + A63A

12
61 + A14

61

�30 := A85A
2
61 + A15

61

�32 := A91 + A87A
2
61 + A70

61 + A8
63 + A4

63A
8
61 + A2

63A
12
61 + A63A

14
61 + A16

61

�34 := A4
87 + A85A

2
63 + A85A

4
61 + A61A

8
63 + A4

63A
9
61 + A2

63A
13
61 + A17

61

�36 := A95 + A18
61 + A72

61 + A9
63 + A91A

2
61 + A87A

2
63 + A87A

4
61 + A64

61A
4
63 + A68

61A
2
63 + A5

63A
8
61

+A3
63A

12
61 + A63A

16
61 + A2

61A
8
63 + A4

63A
10
61

�38 := A85A
6
61 + A3

61A
8
63 + A4

63A
11
61 + A19

61 + A4
87A

2
61

�40 := A128
61 + A6

63A
8
61 + A2

63A
16
61 + A2

61A
9
63 + A5

63A
10
61 + A4

61A
8
63 + A66

61A
4
63 + A95A

2
61

+A91A
2
63 + A91A

4
61 + A74

61 + A10
63 + A20

61 + A87A
6
61 + A63A

18
61

�42 := A85A
2
63A

4
61 + A4

87A
2
63 + A4

87A
4
61 + A85A

4
63 + A85A

8
61 + A6

63A
9
61 + A2

63A
17
61 + A5

61A
8
63

+A61A
10
63 + A129

61 + A21
61

�44 := 1 + A87A
2
63A

4
61 + A63A

128
61 + A22

61 + A76
61 + A11

63 + A95A
2
63 + A95A

4
61 + A91A

6
61

+A87A
4
63 + A87A

8
61 + A64

61A
6
63 + A72

61A
2
63 + A7

63A
8
61 + A3

63A
16
61 + A4

61A
9
63 + A63A

20
61

+A6
61A

8
63

�46 := A85A
2
61A

4
63 + A7

61A
8
63 + A23

61 + A4
87A

6
61 + A85A

10
61

�48 := A91A
2
63A

4
61 + A87A

2
61A

4
63 + A12

63 + A24
61 + A132

61 + A78
61 + A2

61 + A32
91 + A95A

6
61 + A91A

4
63

+A91A
8
61 + A87A

10
61 + A63A

22
61 + A4

63A
16
61 + A4

61A
10
63 + A2

63A
20
61 + A6

61A
9
63

�50 := A4
91 + A85A

12
61 + A61A

12
63 + A4

63A
17
61 + A5

61A
10
63 + A2

63A
21
61 + A85A

2
63A

8
61 + A4

87A
2
63A

4
61

+A25
61 + A133

61 + A4
87A

4
63 + A4

87A
8
61 + A85A

6
63
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�52 := A4
61 + A2

63 + A64
61A

8
63 + A72

61A
4
63 + A76

61A
2
63 + A63A

24
61 + A63A

132
61 + A5

63A
16
61 + A4

61A
11
63

+A3
63A

20
61 + A2

61A
12
63 + A4

63A
18
61 + A80

61 + A13
63 + A26

61 + A95A
2
63A

4
61 + A91A

2
61A

4
63

+A87A
2
63A

8
61 + A95A

4
63 + A87A

12
61 + A32

91A
2
61 + A95A

8
61 + A87A

6
63 + A91A

10
61 + A2

85

+A111

�54 := A4
87A

2
61A

4
63 + A85A

14
61 + A61A

2
85 + A3

61A
12
63 + A4

63A
19
61 + A27

61 + A4
87A

10
61 + A4

91A
2
61

�56 := A91A
2
63A

8
61 + A95A

2
61A

4
63 + A14

63 + A2
87 + A82

61 + A136
61 + A28

61 + A111A
2
61 + A32

91A
2
63

+A32
91A

4
61 + A95A

10
61 + A91A

6
63 + A91A

12
61 + A87A

14
61 + A128

61 A
4
63 + A66

61A
8
63 + A74

61A
4
63

+A63A
2
85 + A2

63A
24
61 + A6

63A
16
61 + A2

61A
13
63 + A5

63A
18
61 + A63A

26
61 + A6

61

�58 := A85A
2
63A

12
61 + A85A

4
63A

8
61 + A4

87A
2
63A

8
61 + A16

87 + A129
61 A

4
63 + A61A

14
63 + A61A

2
87

+A2
63A

25
61 + A6

63A
17
61 + A137

61 + A29
61 + A4

91A
2
63 + A4

91A
4
61 + A4

87A
6
63 + A4

87A
12
61

+A85A
8
63 + A85A

16
61

Ces valeurs des �i sont remplac�ees par leurs valeurs dans les �equations restantes. Apr�es
remplacement et d�eveloppement, les �equations sont tri�ees par ordre croissant de taille, la
taille d'une �equation �etant �egale au nombre de ses monômes, on obtient la liste suivante

180, 188, 196, 192, 186, 184, 204, 200, 190, 252, 189, 119, 178, 182, 187, 212, 121,
194, 208, 220, 236, 198, 125, 185, 244, 191, 193, 202, 248, 197, 216, 228, 224, 123,
133, 195, 129, 206, 232, 250, 240, 205, 137, 141, 201, 181, 183, 246, 254, 218, 127,
199, 210, 173, 179, 203, 157, 253, 131, 214, 177, 149, 171, 234, 249, 139, 145, 153,
222, 242, 230, 135, 251, 169, 238, 245, 155, 165, 213, 221, 209, 207, 237, 241, 217,
226, 147, 175, 161, 143, 243, 163, 151, 211, 167, 247, 233, 235, 219, 159, 229, 225,
239, 227, 215, 231, 223

Pour montrer l'inconsistance du syst�eme nous allons proc�eder comme suit

� nous examinons les �equations une par une dans l'ordre donn�e ci-dessus, jusqu'�a obtenir
une �equation r�esoluble

� Apr�es r�esolution d'une �equation, nous recommencons l'examen depuis le debut de la
liste.
�a chaque �etape de la r�esolution, nous prenons en compte toutes les informations obte-
nues jusqu'alors

Montrons d'abord que A61 6= 0

Supposons que A61 = 0. Alors

eq196 : A
3
85 = 0 ) A85 := 0;

eq208 : A
6
87 = 0 ) A87 := 0;

eq236 : 1 = 0;

donc A61 6= 0.
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Nous donnons ici, dans l'ordre de r�esolution, toutes les �equations \r�esolubles" ainsi que
l'information que nous en tirons

eq180 : A8
61A85A

4
63 + A85A

8
63 + A4

61A
4
91 + A29

61 + A3
61A

2
85 + A16

61A85 + A12
61A

4
87 + A16

87 = 0

) A91 := A61A85A63 + A254
61 A85A

2
63 + A2

61A87 + A70
61 + A191

61 A
2
85 + A3

61A85 + A254
61 A

4
87

eq196 : A2
95A

3
61 + A8

87A61A
2
63 + A2

85A61A
6
63 + A2

87A
3
61A

4
63 + A3

85 + A131
61 A

8
63 + A139

61 A
4
63

+A130
61 A

4
87 + A5

61A
2
85A

4
63 = 0

) A95 := A126
61 A

3
85 + A254

61 A
4
87A63 + A254

61 A85A
3
63 + A87A

2
63 + A61A85A

2
63 + A64

61A
4
63

+A68
61A

2
63 + A191

61 A
2
87

eq192 : A
3
85 = 0 ) A85 = 0

eq200 : 1 = 0

2

1.2 Le code B(255; 61) n'admet pas de mots de poids 61

Nous consid�erons les �equations de Newton eqr pour 0 < r � n = 255, pour le code B(255; 61),
et pour le poids � = 61. Nous voulons montrer qu'il n'existe pas de mots de code de poids
�.

D'apr�es la propri�et�e de conjugaison des fonctions puissances sym�etriques, et en tenant
compte de l'ensemble de d�e�nition du code, les seules fonctions puissances sym�etriques in-
connues sont

A61; A63; A85; A87; A91; A95; A111; A119; A127;

et puisque 255 et 61 sont premier entre eux, on peut supposer A61 = 1.

On a eq61 : �61 = A61 = 1, et les �i pour i impair, 1 � i < 61 sont nuls.

Les �equations de Newton eqi, pour i impair, 63 � i � 123 nous fournissent un syst�eme
triangulaire lin�eaire donnant les �i, pour i pair, 2 � i � 60 ce syst�eme est form�e des 30
�equations suivantes

eq63 : A63 + �2 = 0

eq65 : A63�2 + �4 = 0

eq67 : A63�4 + �6 = 0

eq69 : A63�6 + �8 = 0

eq71 : A63�8 + �10 = 0
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eq73 : A63�10 + �12 = 0

eq75 : A63�12 + �14 = 0

eq77 : A63�14 + �16 = 0

eq79 : 1 + A63�16 + �18 = 0

eq81 : �2 + A63�18 + �20 = 0

eq83 : �4 + A63�20 + �22 = 0

eq85 : A85 + �6 + A63�22 + �24 = 0

eq87 : A87 + A85�2 + �8 + A63�24 + �26 = 0

eq89 : A87�2 + A85�4 + �10 + A63�26 + �28 = 0

eq91 : A91 + A87�4 + A85�6 + �12 + A63�28 + �30 = 0

eq93 : A4
87 + A91�2 + A87�6 + A85�8 + �14 + A63�30 + �32 = 0

eq95 : A95 + A4
87�2 + A91�4 + A87�8 + A85�10 + �16 + A63�32 + �34 = 0

eq97 : A95�2 + A4
87�4 + A91�6 + A87�10 + A85�12 + �18 + A63�34 + �36 = 0

eq99 : A95�4 + A4
87�6 + A91�8 + A87�12 + A85�14 + �20 + A63�36 + �38 = 0

eq101 : A95�6 + A4
87�8 + A91�10 + A87�14 + A85�16 + �22 + A63�38 + �40 = 0

eq103 : A95�8 + A4
87�10 + A91�12 + A87�16 + A85�18 + �24 + A63�40 + �42 = 0

eq105 : A95�10 + A4
87�12 + A91�14 + A87�18 + A85�20 + �26 + A63�42 + �44 = 0

eq107 : A32
91 + A95�12 + A4

87�14 + A91�16 + A87�20 + A85�22 + �28 + A63�44 + �46 = 0

eq109 : A4
91 + A32

91�2 + A95�14 + A4
87�16 + A91�18 + A87�22 + A85�24 + �30 + A63�46

+�48 = 0

eq111 : A111 + A4
91�2 + A32

91�4 + A95�16 + A4
87�18 + A91�20 + A87�24 + A85�26 + �32

+A63�48 + �50 = 0

eq113 : A111�2 + A4
91�4 + A32

91�6 + A95�18 + A4
87�20 + A91�22 + A87�26 + A85�28 + �34

+A63�50 + �52 = 0

eq115 : A111�4 + A4
91�6 + A32

91�8 + A95�20 + A4
87�22 + A91�24 + A87�28 + A85�30 + �36

+A63�52 + �54 = 0

eq117 : A16
87 + A111�6 + A4

91�8 + A32
91�10 + A95�22 + A4

87�24 + A91�26 + A87�30 + A85�32

+�38 + A63�54 + �56 = 0

eq119 : A119 + A16
87�2 + A111�8 + A4

91�10 + A32
91�12 + A95�24 + A4

87�26 + A91�28 + A87�32

+A85�34 + �40 + A63�56 + �58 = 0

eq121 : A119�2 + A16
87�4 + A111�10 + A4

91�12 + A32
91�14 + A95�26 + A4

87�28 + A91�30 + A87�34

+A85�36 + �42 + A63�58 + �60 = 0

la r�esolution de ce syst�eme nous donne l'expression des �i en fonction des Ai

�2 := A63

�4 := A2
63

�6 := A3
63
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�8 := A4
63

�10 := A5
63

�12 := A6
63

�14 := A7
63

�16 := A8
63

�18 := 1 + A9
63

�20 := A10
63

�22 := A2
63 + A11

63

�24 := A85 + A12
63

�26 := A87 + A4
63 + A13

63

�28 := A85A
2
63 + A14

63

�30 := A91 + A87A
2
63 + A6

63 + A15
63

�32 := A4
87 + A85A

4
63 + A16

63

�34 := A95 + A91A
2
63 + A87A

4
63 + A8

63 + A17
63

�36 := A4
87A

2
63 + A85A

6
63 + 1 + A18

63

�38 := A95A
2
63 + A91A

4
63 + A87A

6
63 + A10

63 + A63 + A19
63

�40 := A4
87A

4
63 + A85A

8
63 + A20

63

�42 := A95A
4
63 + A91A

6
63 + A87A

8
63 + A12

63 + A21
63

�44 := A4
87A

6
63 + A85A

10
63 + A4

63 + A22
63

�46 := A32
91 + A95A

6
63 + A91A

8
63 + A87A

10
63 + A14

63 + A5
63 + A23

63

�48 := A4
91 + A4

87A
8
63 + A2

85 + A85A
12
63 + A24

63

�50 := A111 + A32
91A

2
63 + A95A

8
63 + A91A

10
63 + A87A

12
63 + A16

63 + A63A
2
85 + A25

63

�52 := A8
63 + A2

87 + A26
63 + A4

91A
2
63 + A4

87A
10
63 + A85A

14
63

�54 := 1 + A9
63 + A32

91A
4
63 + A27

63 + A95A
10
63 + A91A

12
63 + A87A

14
63 + A63A

2
87 + A111A

2
63 + A18

63

�56 := A4
91A

4
63 + A16

87 + A28
63 + A4

87A
12
63 + A2

85A
4
63 + A85A

16
63

�58 := A111A
4
63 + A119 + A29

63 + A32
91A

6
63 + A95A

12
63 + A91A

14
63 + A87A

16
63 + A2

85A
5
63 + A20

63

�60 := A85 + A2
91 + A2

87A
4
63 + A85A

18
63 + A16

87A
2
63 + A4

91A
6
63 + A4

87A
14
63 + A30

63 + A12
63

Ces valeurs des �i sont remplac�ees par leurs valeurs dans les �equations restantes. Apr�es
remplacement et d�eveloppement les �equations sont tri�ees par ordre croissant de taille, la
taille d'une �equation �etant �egale au nombre de ses monômes, on obtient la liste suivante

186, 190, 188, 194, 198, 192, 202, 123, 184, 189, 191, 196, 206, 254, 127, 195, 200,
210, 135, 193, 187, 199, 214, 125, 131, 204, 252, 197, 222, 203, 238, 129, 139, 208,
250, 143, 201, 218, 133, 137, 226, 230, 246, 248, 234, 185, 212, 242, 207, 141, 181,
216, 236, 244, 151, 183, 205, 220, 232, 147, 224, 159, 179, 211, 240, 149, 175, 155,
145, 157, 209, 173, 163, 167, 228, 153, 171, 215, 253, 251, 165, 169, 161, 177, 213,
223, 239, 247, 249, 243, 217, 235, 237, 245, 219, 221, 229, 231, 233, 227, 225, 241

Pour montrer l'inconsistance du syst�eme nous allons proc�eder comme suit
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� nous examinons les �equations une par une dans l'ordre donn�e ci-dessus, jusqu'�a obtenir
une �equation r�esoluble

� Apr�es r�esolution d'une �equation, nous recommencons l'examen depuis le debut de la
liste.
�a chaque �etape de la r�esolution, nous prenons en compte toutes les informations obte-
nues jusqu'alors

Nous donnons ici, dans l'ordre de r�esolution, toutes les �equations \r�esolubles" ainsi que
l'information que nous en tirons

eq186 : A8
87 + A2

85A
8
63 + A85A

20
63 + A16

87A
4
63 + A4

91A
8
63 + A4

87A
16
63 + A32

63 +A4
95 = 0

) A95 := A2
87 + A2

85A
2
63 + A85A

5
63 + A4

87A63 + A91A
2
63 + A87A

4
63 + A8

63

eq188 : A8
87A63 + A2

91A
3
63 + A2

87A
7
63 + A2

85 + A2
85A

9
63 + A91 + A87A

2
63 + A6

63 + A15
63

+A127 = 0

) A127 := A8
87A63 + A2

91A
3
63 + A2

87A
7
63 + A2

85 + A2
85A

9
63 + A91 + A87A

2
63 + A6

63 + A15
63

eq194 : A
3
85 + 1 = 0 ) A85 6= 0

eq198 : A85A
2
87 + A2

63 = 0 ) A87 := A63A85

eq187 : 1 + A91A85A
18
63 + A2

85A91A
6
63 + A4

91A
21
63 + A2

63 + A142
63 + A130

63 A85 + A128
111A

2
63

+A16
91A

3
63 + A2

85A
39
63 +A8

119 + A6
91A

9
63 + A2

91A
33
63 + A4

91A
3
63 + A2

85A
2
91

+A2
85A

21
63 + A36

63 + A15
63A85 + A91A

30
63 + A3

91 + A85A
24
63 + A2

85A
15
63A

4
91

+A2
91A

21
63A85 + A9

63A85A
4
91 + A4

91A
12
63 + A2

91A
6
63 + A5

91A
6
63 + A2

85A
4
91A

6
63

+A2
85A

30
63 + A45

63 + A91A85 + A91A
12
63 + A3

63A
2
85 = 0

) A119 := 1 + A16
111A

64
63 + A85A

228
63 + A160

91 A
192
63 + A32

91A
2
85A

66
63 + A64

63 + A85A
225
63 A

128
91

+A80
63A

2
85 + A225

63 A
2
85 + A32

91A
195
63 + A85A

195
63 + A2

91A
96
63 + A64

91A85 + A132
63

+A128
91 A

96
63 + A192

91 A
33
63 + A64

91A
162
63 A

2
85 + A96

63A85 + A33
63A

2
85A

128
91 + A85A

128
91 A

192
63

+A32
91A

129
63 + A209

63 + A128
91 A

162
63 + A165

63 + A85A
32
91A

192
63 + A3

63A
2
85 + A128

91 A
129
63

+A64
91A

36
63 + A85A

162
63 + A64

91A
192
63 + A96

91 + A32
91A

2
85
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eq189 : A2
91A

34
63 + A4

91A85A
10
63 + A91A

31
63 + A63A

3
91 + A4

91A
4
63 + A85A

25
63 + A2

85A
22
63

+A91A85A
19
63 + A7

63A
2
91 + A4

91A
13
63 + A5

91A
7
63 + A2

85A
31
63A63 + A2

63 + A128
63 A91

+A37
63 +A4

111 + A91A
13
63 + A4

91A
22
63 + A128

63 A
2
85 + A2

91A63A
2
85 + A2

85A
4
63

+A85A
16
63 + A3

63 + A134
63 + A2

85A
40
63 + A6

91A
10
63 + A46

63 + A2
85A91A

7
63

+A2
85A

16
63A

4
91 + A2

91A
22
63A85 + A2

85A
4
91A

7
63 + A63A91A85 = 0

) A111 := A91A
2
85A

4
63 + A133

63 A
2
85 + A91A85A

130
63 + A64

91A85A
196
63 + A128

91 A
64
63A

2
85

+A2
85A

64
91A

193
63 + A70

63A85 + A64
63 + A128

63 + A139
63 + A2

85A
10
63 + A129

91 A
130
63

+A128
91 A

133
63 A85 + A2

85A91A
193
63 + A63A

2
85 + A32

63A
2
85 + A64

63A
64
91A85 + A73

63

+A91A63 + A85A
4
63 + A133

63 A91 + A65
91A

193
63 + A2

85A
199
63 + A64

91A
67
63 + A161

63

+A64
91A

199
63 + A91A

67
63 + A128

91 A
136
63 + A193

63 A
128
91 + A32

63A
64
91 + A192

63 + A64
63A

192
91

eq199 : A
16
91 = 0 ) A91 := 0

eq203 : 1 = 0

2

1.3 Le code B(511; 123) n'admet pas de mots de poids 123

Nous ne donnerons pas ici une preuve compl�ete, seulement les principales �etapes menant �a la
contradiction. Les indications que nous donnons sont su�santes pour reconstituer la preuve.

Les �i peuvent être tous obtenus en fonction des Ai, nous supposons que cette op�eration
a �et�e e�ectu�ee et que les substitutions correspondantes ont �et�e faites dans les �equations de
Newton. Nous commencons par montrer que A125 6= 0, en e�et si on suppose A125 = 0, alors

eq396 ) A171 := 0;

puis
eq416 ) A175 := 0;

et
eq492 : 1 = 0:

Voici dans les �etapes de la r�esolution

eq372 ) A187 := : : :

eq388 ) A191 := : : :

eq392 ) A171 := : : :
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eq404 ) A175 := : : :

eq412 ) A125 := : : :

eq420 + eq428 ) 1 = 0

ce qui constitue la contradiction. 2

2 Recherche d'idempotents

La recherche des idempotents dans un code �a l'aide des �equations de Newton prend une
forme particuli�erement simple, car les fonctions sym�etriques �el�ementaires et les fonctions
puissances sym�etriques d'un idempotent sont dans F2 .

Nous proc�ederons comme suit pour la r�esolution

1. on �ecrit les �equations de Newton pour le poids consid�er�e,

2. on prend en compte les propri�et�es du code B(n; �), c'est-�a-dire �i = 0 pour i < �
impair, et Ai = 0 pour 0 < i < �,

3. J l'ensemble des minima des classes cyclotomiques, on �elimine tous les Ai sauf pour
i 2 J ,

4. on pose A0 = w mod 2 et si pgcd(n; �) = 1, A� = 1,

5. on r�esoud le syst�eme inversible donn�e par la proposition II.9 ou la proposition II.10,

6. le syst�eme r�esultant a pour seules ind�etermin�ees les Ai pour i 2 J , et est polynomial
de degr�e 1 en chacun des Ai,

7. pour les 8 premiers Ai, on essaie toutes les valeurs possibles, nous avons donc 256
syst�emes �a r�esoudre.

Chacun de ces 256 syst�emes peut être r�esolu en un temps relativement court, dans la plupart
des cas le syst�eme est inconsistant, et la contradiction apparait alors rapidement, c'est-�a-dire
dans un temps de l'ordre de la dizaine de secondes. Chaque fois que le syst�eme trouve une
solution ce qui prend un temps de l'ordre de la minute, il reste �a v�eri�er que �(z)jzn � 1.

La m�ethode utilis�ee pour la recherche des solutions peut sembler peu adapt�ee pour r�e-
soudre des �equations alg�ebriques. Cependant il faut pr�eciser que la recherche de contradic-
tion dans les �equations de Newton est possible sans relations suppl�ementaires, car en g�en�eral
l'inconsistance apparait rapidement et ne n�ecessite pas la totalit�e du syst�eme. La recherche
d'une solution particuli�ere demande en revanche la r�esolution du syst�eme dans sa totalit�e,
ce qui demande un espace m�emoire tr�es important en longueur 511.

Le compromis temps/m�emoire que nous avons utilis�e a �et�e choisi empiriquement apr�es
plusieurs essais, et nous a sembl�e être le meilleur pour la longueur 511.



Annexe B

Mise en �uvre de l'algorithme

d'Euclide �etendu en MAPLE et en C

1 Les probl�emes pos�es

1.1 Les calculs dans les corps �nis

Le d�ecodage des codes BCH par l'algorithme d'Euclide n�ecessite des calculs dans une ex-
tension de corps �ni, cette extension sera celle dans laquelle le polynôme g�en�erateur est
enti�erement scind�e, si par exemple le code d�e�ni sur Fq est tel que n = qm � 1 avec q = pr,
l'extension devra être de degr�e r �m sur le corps premier Fp .

En g�en�eral les librairies des langages de programmation et des syst�emes de calcul formel
ne pr�evoient pas le calcul dans les extensions de corps �nis (sauf Scratchpad avec quelques
am�enagements cf. [3]), or ces calculs posent certains probl�emes algorithmiques:

(i) Il faut, pour pouvoir d�e�nir l'extension, disposer d'un polynôme irr�eductible primitif de
degr�e convenable.

(ii) Il faut ensuite choisir une repr�esentation des �el�ements du corps. Soit � une racine pri-
mitive du corps:

� on peut choisir de repr�esenter les �el�ements du corps comme des puissances de
�, c'est-�a-dire en fait que l'on utilise le logarithme en base �, la multiplication
est alors tr�es simple, puisqu'il s'agit simplement d'une addition modulaire des
exposants. L'addition par contre est di�cile, il faut r�esoudre l'�equation: �k =
�i + �j, or cette �equation est d'une grande complexit�e algorithmique.

� la seconde solution consiste �a repr�esenter les �el�ements du corps comme des poly-
nômes en � de degr�e inf�erieur au degr�e de l'extension. Les op�erations �el�ementaires
sur le corps deviennent alors une addition modulaire de polynômes pour l'addition,
et une division modulaire de polynômes pour la multiplication.

(iii) En�n, il faudra que les op�erations �el�ementaires puissent être e�ectu�ees rapidement.
Dans le cadre de ce travail il n'est pas n�ecessaire de pouvoir utiliser de grand corps,
nous nous sommes donc int�eress�e �a des corps de cardinal relativement faible.

161
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1.2 L'algorithmique

La mise en �uvre de l'algorithme d'Euclide pour le d�ecodage des codes BCH demande es-
senciellement 3 fonctions en plus des op�erations �el�ementaires: la division de deux polynômes,
l'�evaluation d'un polynôme en un �el�ement du corps et le calcul des racines d'un polynôme.
Nous discuterons des probl�emes et des choix algorithmiques faits pour ces fonctions dans les
sections suivantes.

2 Mise en �uvre en C

Pour la mise en �uvre en C de l'algorithme d'Euclide pour le d�ecodage des codes de Reed-
Solomon, nous avons choisi de repr�esenter les �el�ements du corps par leur logarithme discret
en base �, o�u � est un �el�ement g�en�erateur du groupe multiplicatif du corps �etendu, plus
pr�ecisement, nous avons utilis�e la convention suivante: \0" repr�esente le z�ero du corps, \1"
l'unit�e et \i" l'�el�ement �i�1. Ceci nous permet d'obtenir une op�eration de multiplication
simple:

[i]� [j] =

(
[((i� 1) + (j � 1) mod (q � 1)) + 1] si i 6= 0 et j 6= 0
[0] sinon

Pour l'addition nous avons choisi d'utiliser le logarithme de Zech Z d�e�ni pour tout entier
n par:

1 + �n = �Z(n)

l'addition de �i et �j s�ecrit alors:

�i + �j = �i(1 + �j�i) = �i+Z(j�i)

donc:

[i] + [j] =

(
[((i� 1) + Z(j � i) mod (q � 1)) + 1] si i 6= 0
[j] sinon

Il su�t donc de mettre en table la fonction Z, pour obtenir des op�erations �el�ementaires
rapides.

Le calcul des racines d'un polynôme dans Fq est e�ectu�e par examen successif de tous les
�el�ements du corps, cela n'a bien sur �et�e possible que parceque nous nous sommes limit�es �a des
corps de petite taille, et n�ecessite bien entendu une op�eration d'�evaluation d'un polynôme
en un �el�ement du corps rapide.

Pour l'�evaluation d'un polynôme nous avons utilis�e en C l'algorithme de Horner qui
permet d'�evaluer un polynôme de degr�e d en d additions et d multiplications

La mise en table du logarithme de Zech ainsi que ces choix algorithmiques nous ont permis
d'obtenir en C un d�ecodage relativement rapide, c'est-�a-dire par exemple pour le code de
Reed-Solomon de longueur 15 et de dimension 7 le d�ecodage d'un mot de code prend environ

1/100i�eme de seconde, et pour le code RS(255,223) environ 1/2 seconde. Ces calculs ont �et�e
e�ectu�es sur une station de travail SUN 3/60 12Mo.
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3 Mise en �uvre en MAPLE

3.1 Les choix

Nous avons choisi, pour MAPLE de repr�esenter les �el�ements d'une extension d'un corps �ni
premier par des polynômes ayant pour ind�etermin�ee un �el�ement primitif a de l'extension.
La principale motivation de ce choix est que les polynômes sont des objets tr�es adapt�es au
langage MAPLE. Nous g�en�erons cependant la table des logarithmes des �el�ement du corps,
ainsi que la table des puissances de a, cela nous limite �a des corps de petite taille (jusqu'�a
F256 en pratique), mais �etait necessaire pour obtenir des temps de calcul raisonnables.

l'addition: l'addition de deux �el�ements du corps se ram�ene �a une addition de polynômes
suivie d'un modulo.

la multiplication il faut multiplier les deux polynômes en a puis calculer le reste du polynôme
produit par le polynôme g�en�erateur du corps. En pratique, pour des raisons d'e�cacit�e
nous e�ectuons le produit des polynômes dans le corps de base puis substituons aux
monômes de degr�e trop elev�e leur valeur dans le corps. par exemple pour F16 : d�e�ni
avec le polynôme a4 + a+ 1:

(a3 + a)(a2 + a + 1) ) a5 + a4 + 2a3 + a2 + a
) (a2 + a) + (a + 1) + 2a3 + a2 + a
) 2a3 + 2a2 + 3a+ 1
) a + 1:

le calcul des racines d'un polynôme comme dans notre mise en �uvre en C nous calculons
les racines d'un polynôme par examen de tous les �el�ements du corps.

�evaluation d'un polynôme nous n'avons pas utilis�e ici l'algorithme de Horner, nous avons
pr�ef�er�e une autre m�ethode qui utilise mieux les possibilit�es de MAPLE: les op�erations
d'expansion d'un polynôme et de substitution d'une ind�etermin�ee sont ecrites en C et
compil�ees, donc extr�emement rapides, le probl�eme se ramenait donc essentiellement,
apr�es avoir substitu�e �a l'ind�etermin�ee une puissance de a, �a la la r�eduction d'un poly-
nôme de degr�e �elev�e en a en un polynôme de degr�e inf�erieur au degr�e de l'extension.
Cette op�eration est e�ectu�ee par la fonction rat, qui transforme le monôme de plus
haut degr�e d'un polynôme en a en un polynôme de degr�e convenable, et se rappelle
recursivement.

3.2 Le module \corps-�nis"

Une description des fonctions les plus importantes de ce module est donn�ee en section 3.3.
L'initialisation d'une extension de corps premier se fait par l'appel �a la fonction GF, dont

l'argument sera le cardinal du corps. La variable a est reserv�ee pour repr�esenter un �el�ement
g�en�erateur du corps. Le polynôme servant �a d�e�nir le corps n'est pas calcul�e, et doit donc être
fourni par l'utilisateur, soit en l'ajoutant au �chier \Primitif" directement dans les sources,
soit en utilisant la fonction Primitif au cours d'une session, ceci devra de toute fa�con être
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fait avant l'appel �a GF. Le polynôme g�en�erateur du corps est stoqu�e dans la variable tellrat.
Nous noterons Fp le corps premier et Fq l'extension (on a q = pm).

L'initialisation du corps peut être longue puisque c'est au cours de cette �etape que sera
calcul�ee la table des logarithmes. Cependant, ce calcul ne sera e�ectu�e q'une seule fois car
la table est sauv�ee dans un �chier dans les librairies. �A titre d'exemple, l'initialisation du
corps F1024 prends la premi�ere fois environ 13 secondes et 3 secondes les fois suivantes.

Les fonctions du module sont sommairement d�ecrites plus bas, nous nous contente-
rons de d�ecrire un peu plus en d�etail la fonction rat qui r�eduit une fraction rationnelle
de Q(a; x1; : : : ; xs), en un �el�ement de Fq (x1; : : : ; xn). rat se rappelle pour le num�erateur et le
d�enominateur, puis pour chacun de ces polynômes, elle s'appelle r�ecursivement en r�eduisant
�a chaque fois le nombre d'ind�etermin�ee jusqu'�a obtenir un polynôme en a. Ce polynôme en
a est �a son tour r�eduit en rempla�cant successivement le monôme de plus haut degr�e en a en
un polynôme de degr�e convenable en utilisant la table des puissances de a qui est calcul�ee
�a l'initialisation du corps. La fonction rat repr�esente les �el�ements du corps par des poly-
nômes de degr�e inf�erieur au degr�e de l'extension, le module poss�ede �egalement la fonction
rexp qui remplit la même fonction que rat, mais repr�esente les �el�ements du corps comme des
puissances de a.

En plus des fonctions necessaires �a la mise en �uvre de l'algorithme d'Euclide, nous avons
compl�et�e ce module avec les fonctions suivantes:

le calcul du pgcd de deux polynômes �a une ind�etermin�ee

la factorisation d'un polynôme �a une ind�etermin�ee

le calcul du polynôme minimal d'un �el�ement du corps

le calcul de la classe cyclotomique d'un �el�ement du corps

le calcul de l'ordre d'un �el�ement du corps

La factorisation utilise l'algorithme de Berlekamp, et n'est donc utilisable que pour de
petits corps.

Le calcul du polynôme minimal utilise l'algorithme suivant:
soit p = resultant(x� e; tellrat; a) le r�esultant des polynômes x� e (o�u e 2 Fq ) et tellrat (le
polynôme g�en�erateur du corps) par rapport �a la variable a, calcul�e dans Fp [x] (on consid�ere
e 2 Fp [a] ,alors le polynôme minimal de e est le plus grand diviseur de p n'ayant aucun
facteur multiple.
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3.3 Documentation du module corps-�ni en MAPLE

FONCTION : GF

APPEL : GF (q);

ARGUMENTS : q { puissance de premier . q = pr

DESCRIPTION :

� A�ecte �a la variable tellrat la valeur d'un polynôme g�en�erateur du corps de base.
Ce polynôme est d�e�ni par l'appel Primitif(p,r).

� L'ind�etermin�ee de ce polynôme est a qui repr�esente un �el�ement g�en�erateur du
corps ayant tellrat comme polynôme minimal.

� Le degr�e de tellrat est �egal �a r .

� La variable a est r�eserv�ee pour toute la suite, et ne doit donc pas être a�ect�ee.

� A�ecte �a la variable Modulus la caract�eristique du corps.

� A�ecte �a la variable argGF le cardinal du corps (= q).

� ATTENTION, la fonction Primitif, qui renvoie un polynôme irreductible primitif
n'e�ectue aucun calcul et prend en fait ses valeur dans une table qu'il convient
de compl�eter le cas �ech�eant.

EXEMPLES :

� GF (16);

2; a4 + a + 1; 16

� GF (27);

3; a3 + 2a+ 1; 27

VOIR AUSSI : Primitif, algebraic, rat, rexp.
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FONCTION : Primitif

APPEL : Primitif(p;m);

ARGUMENTS : p un nombre premier, m un entier positif.

DESCRIPTION :

� Primitif est une table qui contient des polynômes irreductibles primitifs, l'appel
Primitif(p;m); retourne un polynôme en a ou bien n'est pas �evalu�e.

� si l'on d�esire faire des calculs dans une extension de degr�e m d'un corps �ni premier
Fp , et que Primitif(p;m) n'est pas d�e�ni, il faut a�ecter �a Primitif(p;m) la va-
leur d'un polynôme irr�eductible primitif p(a): Primitif(p;m) := p(a); (attention
il est n�ecessaire d'utiliser l'ind�etermin�ee a)

� Si l'on d�esire ajouter un polynôme d�e�nitivement, on peut ajouter la ligne cor-
respondante dans le �chier source Primitif.

EXEMPLES :

� Primitif(2; 4);

a4 + a+ 1

� Primitif(5; 2);

Primitif(5; 2)

� Primitif(5; 2) := a2 + a+ 1;

Primitif(5; 2) := a2 + a + 1

� Primitif(5; 2);

a2 + a+ 1

� Primitif(2; 4) := a4 + a3 + 1;

Primitif(2; 4) := a4 + a3 + 1

� Primitif(2; 4);

a4 + a3 + 1

VOIR AUSSI : GF.
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FONCTION : rat

APPEL : rat(p);

ARGUMENTS : p est un polynôme ou une fraction rationnelle �a coe�cients dans le corps
de�ni par GF .

DESCRIPTION :

� Transforme une fraction rationnelle quelconque (avec un nombre arbitraire d'in-
d�etermin�ees ) en une fraction rationnelle �a coe�cients dans Fq .

� Les �el�ements du corps sont repr�esent�es comme des polynômes en a de degr�e inf�e-
rieur au degr�e de tellrat.

EXEMPLES :

� GF (16);

2; a4 + a + 1; 16

� rat(3a4x2 + a7 + 1);

(a+ 1)x2 + a3 + a

VOIR AUSSI : rexp, algebraic.
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FONCTION : rexp

APPEL : rexp(p);

ARGUMENTS : p est un polynôme ou une fraction rationnelle �a coe�cients dans le corps
de�ni par GF .

DESCRIPTION :

� Transforme une fraction rationnelle quelconque (avec un nombre arbitraire d'in-
d�etermin�ees ) en une fraction rationnelle �a coe�cients dans Fq .

� Les �el�ements du corps sont repr�esent�es comme des puissances de a.

EXEMPLES :

� GF (16);

2; a4 + a + 1; 16

� rexp(3a4x2 + a7 + 1);

a4x2 + a9

VOIR AUSSI : rat, algebraic.
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FONCTION : algebraic

APPEL : algebraic();

ARGUMENTS : sans argument la fonction utilis�ee pour l'�evaluation sera rat, si un argument
est fourni (quelconque) alors cette fonction sera rexp.

DESCRIPTION :

� Cette fonction cr�ee un nouvel environnement dans lequel la fonction rexp (ou rat)
est appliqu�ee au r�esultat de chaque �evaluation.

� Le mot-cl�e \o�" permet de quitter ce mode d'�evaluation.

VOIR AUSSI : rexp, rat.
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FONCTION : Log

APPEL : Log(x);

ARGUMENTS : x un �el�ement du corps - i.e. un polynôme en a.

DESCRIPTION : Calcule le logarithme de x en base a.

EXEMPLES :

� GF (16);

2; a4 + a + 1; 16

� Log(1 + a);

4

� Log(a17);

2

|

FONCTION : inverse

APPEL : inverse(x);

ARGUMENTS : x un �el�ement quelconque du corps.

DESCRIPTION : calcule l'inverse de x.
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FONCTION : erem,equo

APPEL :
erem(p1; p2); ou erem(p1; p2;

0 qu0);
equo(p1; p2); ou equo(p1; p2;

0 re0);

ARGUMENTS : p1 et p2 sont des polynômes �a coe�cients dans le corps Fq , les arguments
qu et re sont optionnels et doivent être des variables non-a�ect�ees.

DESCRIPTION :

� la fonction erem retourne le reste de la division de p1 par p2, la fonction equo
retourne le quotient de la division de p1 par p2.

� si un troisi�eme argument est fourni �a erem ou equo, les valeur du quotient et du
reste seront assign�ees respectivement �a qu et �a re.

EXEMPLES :

� GF (16);

2; a4 + a + 1; 16

� equo(x2 + ax + a2 + 1; x + a3 + a + 1);

x+ a3 + 1

� erem(x2 + ax + a2 + 1; x+ a3 + a + 1;0 qu0);

a3 + 1

� qu;

x+ a3 + 1

VOIR AUSSI : egcd, efactor.
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FONCTION : egcd

APPEL : egcd(p1; p2);

ARGUMENTS : p1 et p2 sont des polynômes �a coe�cients dans le corps Fq .

DESCRIPTION : egcd retourne le plus grand commun diviseur des polynômes p1 et p2
calcul�e dans le corps Fq .

EXEMPLES :

� GF (16);

2; a4 + a + 1; 16

� egcd(x2 + (a2 + a + 1)x+ a3 + a2; x + a2);

x + a2

VOIR AUSSI : erem, equo, efactor.

|

FONCTION : efactor

APPEL : efactor(p);

ARGUMENTS : p est un polynôme �a une indetermin�ee �a coe�cients dans le corps Fq ,

DESCRIPTION : efactor factorise le polynôme p dans le corps Fq par l'algorithme de Ber-
lekamp. ATTENTION cet algorithme n'est utilisable que pour des corps de petit
cardinal.

EXEMPLES :

� GF (16);

2; a4 + a + 1; 16

� efactor(x3 + (a2 + a+ 1)x2 + (a3 + a2 + a)x+ a3)

(x+ 1)(x+ a)(x + a2)

VOIR AUSSI : erem, equo, egcd.
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FONCTION : pmin

APPEL : pmin(e; x);

ARGUMENTS : e un �el�ement du corps Fq , x une indetermin�ee.

DESCRIPTION : retourne le polynôme minimal de e dans le corps premier Fp , l'ind�etermin�ee
du polynôme sera x.

EXEMPLES :

� GF (16);

2; a4 + a + 1; 16

� pmin(a; x);

x4 + x+ 1

VOIR AUSSI : classecycl.

|

FONCTION : classecycl

APPEL : classecycl(i);

ARGUMENTS : i un entier modulo argGF � 1.

DESCRIPTION : retourne l'ensemble des logarithmes des �el�ements de la classe cyclotomique
de ai.

EXEMPLES :

� GF (16);

2; a4 + a + 1; 16

� classecycl(3);

3; 6; 9; 12

VOIR AUSSI : pmin.
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FONCTION : RS

APPEL : RS(n; k; l); ou RS(n; k; p); ou RS(n; k; l; 1); ou RS(n; k; p; 1);

ARGUMENTS : n; k la longueur et la dimension du code de Reed-Solomon, l une liste (de
longueur k), p un polynôme de degr�e inf�erieur ou egal �a k � 1.

DESCRIPTION :

� la fonction RS code avec le code de Reed-Solomon de longueur n et de dimension
k la liste ou le polynôme donn�e en troisi�eme argument et retourne le r�esultat sous
le même format.

� si un quatri�eme argument est fourni (optionnel et quelconque), les �el�ements du
corps dans le r�esultat seront exprim�es sous forme d'une puissance de l'�el�ement
primitif a.

EXEMPLES :

� GF (16);

2; a4 + a + 1; 16

� RS(15; 7; x+ a);

x9 + ax8 + (a2 + a)x7 + (a3 + a+ 1)x6 + ax4 + (a3 + a2 + a+ 1)x3 + (a3 + a2 +
1)x2 + (a3 + a2 + a+ 1)x+ a2 + a+ 1

� RS(15; 7; [a; 1; 0; 0; 0; 0; 0]; 1);

[a10; a12; a13; a12; a; 0; a13; a5; a; 1; 0; 0; 0; 0; 0]

VOIR AUSSI : genpRS, decRS.
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FONCTION : genpRS

APPEL : genpRS(n,k);

ARGUMENTS : n entier inf�erieur strictement �a argGF , k entier inf�erieur strictement �a n.

DESCRIPTION : retourne un polynôme g�en�erateur d'un code de Reed-Solomon de longueur
n et de dimension k.

VOIR AUSSI : RS, decRS.

|

FONCTION : decRS

APPEL : decRS(n; k; p; z);

ARGUMENTS : n; k entiers, p un polynôme de Fq[z] de degr�e inf�erieur ou �egal �a n� 1.

DESCRIPTION : d�ecode si possible le polynôme p comme un �el�ement du code de Reed-
Solomon de longueur n et de dimension k.

EXEMPLES :

� GF (16);

2; a4 + a + 1; 16

� decRS(15; 11; x+ 1; x);

0

VOIR AUSSI : RS, genpRS.
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Annexe C

Mise en �uvre du d�ecodage des codes

produit

La mise en �uvre du d�ecodage des codes produit est relativement ais�ee, en e�et celle-ci
s'av�ere �economique tant au niveau de la taille des programmes que de la quantit�e de m�emoire
n�ecessaire.

On fera dans cette annexe deux hypoth�eses

1. les codes composants sont �egaux, de param�etres (n; k; d),

2. on corrige les erreurs seules.

D'autre part nous ne d�ecrirons ici que l'algorithme le plus performant que nous ayons
utilis�e pour nos simulations, que nous appellerons algorithme de Reddy-Robinson it�eratif.

1 Description de l'algorithme de Reddy-Robinson it�e-

ratif

Soit le code produit C = C(n; k; d)
 C(n; k; d). On pose

t = b
d

2
c:

Soit � un algorithme de d�ecodage d'erreur et d'e�acement de C.

1.1 Algorithme de Reddy-Robinson �etendu

Soit une matrice M 2 Mq(n; n). Soit ci, i 2 f0; : : : ; n� 1g sa i-i�eme colonne. On d�e�nit

1. Les entiers wi

8 i; 0 � i � n� 1; wi =

8>>><>>>:
dH(ci; �(ci) si dH(ci; �(ci) �

d
2

d
2

si dH(ci; �(ci) >
d
2

ou
si le d�ecodage de ci a �echou�e

177
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2. La fonction Wy(x)

8y = (y0; : : : ; yn�1) 2 Fnq ; 8x = (x0; : : : ; xn�1) 2 Fnq ;

Wy(x) =
n�1X
i=0

Wi(xi);

avec

8 i; 0 � i � n� 1; Wi(xi) =

(
wi si xi = yi
d� wi sinon

3. Les d�ecodeurs �j
8 j 2 f0; 1; : : : ; t;1g; �j(y) = �(yj);

o�u yj est le vecteur y dans lequel on a remplac�e par un e�acement toutes les positions
i telles que wi � j.

Algorithme A6 (Reddy-Robinson �etendu) Soit M 2 Mq(n; n),

�Etape 1. On d�ecode les colonnes de M �a l'aide de �.

On peut alors d�e�nir les wi, les d�ecodeurs  j, et les fonctions Wy

�Etape 2. On remplace les valeurs d�ecod�ees dans M .

�Etape 3. On e�ectue ensuite pour chaque ligne les t + 2 d�ecodages d'erreur et
d'e�acement �0; : : : ; �t; �1.

�Etape 4. Pour chaque ligne y, on choisit parmi les �j qui aboutissent �a un mot
de C l'un de ceux r�ealisant le minimum de Wy(�j(y)).

�Etape 5. On remplace, s'il y a lieu, dans M les lignes ainsi obtenues et
l'algorithme retourne M .

Les �etapes 3 �a 5 de cet algorithme nous permettent de d�e�nir un algorithme que nous
appellerons �egalement, par abus de langage, algorithme de Reddy-Robinson �etendu et que
nous noterons  .

Algorithme A7 Soient M 2 Mq(n; n) et w0; : : : ; wn�1 2 f0; : : : ; t;
d
2
g,

�Etape 0. On d�e�nit les d�ecodeurs  j, et les fonctions Wy �a partir des wi.

�Etape 3. On e�ectue ensuite pour chaque ligne les t + 2 d�ecodages d'erreur et
d'e�acement �0; : : : ; �t; �1.

�Etape 4. Pour chaque ligne y, on choisit parmi les �j qui aboutissent �a un mot
de C l'un de ceux r�ealisant le minimum de Wy(�j(y)).

�Etape 5. On remplace, s'il y a lieu, dans M les lignes ainsi obtenues et
l'algorithme retourne M .
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1.2 Algorithme de Reddy-Robinson it�eratif

Soit  l'algorithme d�e�ni par A7. L'algorithme de Reddy-Robinson it�eratif est d�e�ni comme
suit :

Algorithme A8 Soit M 2 Mq(n; n),

�Etape 1. On d�ecode les colonnes de M �a l'aide de �.

�Etape 2. on calcule les wi et on remplace les valeurs d�ecod�ees dans M .

�Etape 3. M 0 :=  (M;w0; : : : ; wn�1).

�Etape 4. Si M 0 2 C �! succes.

�Etape 5. Si le nombre d'it�erations est superieur ou �egal �a MAX ou si M =
M 0 �! echec.

�Etape 6. On a�ecte �a wi la distance de Hamming entre la i-i�eme ligne de M et
la i-i�eme ligne de M 0.

�Etape 7. M := transpose(M 0).

�Etape 8. �! �Etape 3.

On notera que cet algorithme poss�ede un param�etre : MAX, qui est le nombre maximal
d'it�erations e�ectu�ees.

Remarque C.1

1. On peut d�eterminer a peu de frais une borne sup�erieure pratique du nombre d'it�erations
en cas de d�ecodage correct du motif. Cette borne sup�erieure constituerait une bonne
valeur pour le param�etre MAX.

En e�et, on peut supposer, si le motif est corrigible, qu'�a chaque it�eration l'une au
moins des lignes va être correctement corrig�ee, et pour la premi�ere fois. C'est-�a-dire
qu'on aura alors au plus 2n it�erations.

2. Ce param�etre permet �egalement de limiter la complexit�e du d�ecodage, mais en dimi-
nuant les performances.

2 Programme en C

#include <stdio.h>

#define CARD 16

static int somme[CARD][CARD] = {

{ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15},
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{ 1, 0, 5, 9, 15, 2, 11, 14, 10, 3, 8, 6, 13, 12, 7, 4},

{ 2, 5, 0, 6, 10, 1, 3, 12, 15, 11, 4, 9, 7, 14, 13, 8},

{ 3, 9, 6, 0, 7, 11, 2, 4, 13, 1, 12, 5, 10, 8, 15, 14},

{ 4, 15, 10, 7, 0, 8, 12, 3, 5, 14, 2, 13, 6, 11, 9, 1},

{ 5, 2, 1, 11, 8, 0, 9, 13, 4, 6, 15, 3, 14, 7, 12, 10},

{ 6, 11, 3, 2, 12, 9, 0, 10, 14, 5, 7, 1, 4, 15, 8, 13},

{ 7, 14, 12, 4, 3, 13, 10, 0, 11, 15, 6, 8, 2, 5, 1, 9},

{ 8, 10, 15, 13, 5, 4, 14, 11, 0, 12, 1, 7, 9, 3, 6, 2},

{ 9, 3, 11, 1, 14, 6, 5, 15, 12, 0, 13, 2, 8, 10, 4, 7},

{10, 8, 4, 12, 2, 15, 7, 6, 1, 13, 0, 14, 3, 9, 11, 5},

{11, 6, 9, 5, 13, 3, 1, 8, 7, 2, 14, 0, 15, 4, 10, 12},

{12, 13, 7, 10, 6, 14, 4, 2, 9, 8, 3, 15, 0, 1, 5, 11},

{13, 12, 14, 8, 11, 7, 15, 5, 3, 10, 9, 4, 1, 0, 2, 6},

{14, 7, 13, 15, 9, 12, 8, 1, 6, 4, 11, 10, 5, 2, 0, 3},

{15, 4, 8, 14, 1, 10, 13, 9, 2, 7, 5, 12, 11, 6, 3, 0}

};

static int produit[CARD][CARD] = {

{ 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0},

{ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15},

{ 0, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 1},

{ 0, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 1, 2},

{ 0, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 1, 2, 3},

{ 0, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 1, 2, 3, 4},

{ 0, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 1, 2, 3, 4, 5},

{ 0, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 1, 2, 3, 4, 5, 6},

{ 0, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7},

{ 0, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},

{ 0, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9},

{ 0, 11, 12, 13, 14, 15, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

{ 0, 12, 13, 14, 15, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11},

{ 0, 13, 14, 15, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12},

{ 0, 14, 15, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13},

{ 0, 15, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14}

};

#define TRUE 1

#define FALSE 0

#define NOMOD 2

#define ERONE 3

#define LON 14

#define DIM 7

#define DMIN 8

#define B 0
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#define NB_ITER 2*LON

main(argc,argv)

int argc;

char **argv;

{

FILE *fichier;

char nom_du_fichier[80];

int i,j,poids_erreur,debut,fin,succes,essai,cpt,res;

int mat[LON][LON],matorig[LON][LON],w[LON];

int decoder();

float resultat;

void creermat(),copie(),transposer();

debut = atoi(argv[1]);

fin = atoi(argv[2]);

cpt = atoi(argv[3]);

strcpy(nom_du_fichier,"r");

strcat(nom_du_fichier,argv[1]);

strcat(nom_du_fichier,"-");

strcat(nom_du_fichier,argv[2]);

strcat(nom_du_fichier,"_");

strcat(nom_du_fichier,argv[3]);

fichier = fopen(nom_du_fichier,"w");

fprintf(fichier,"Code produit sur GF(%d) de parametres (%d,%d,%d)\n"

,CARD,LON*LON,DIM*DIM,DMIN*DMIN);

fprintf(fichier

,"Code composant = code BCH sur GF(%d) de parametres (%d,%d,%d)\n"

,CARD,LON,DIM,DMIN);

fprintf(fichier,"\tzeros du code = ");

for(i=B ; i<B+DMIN-1 ; ++i)

fprintf(fichier,"%-4.1d",i);

fprintf(fichier,"\n\n");

fflush(fichier);

for(poids_erreur=debut ; poids_erreur<=fin ; ++poids_erreur) {

succes=0;

essai=0;

for(i=0 ; i<cpt ; ++i) {

++essai;

creermat(mat,poids_erreur);
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copie(matorig,mat,LON*LON);

for(j=0 ; j<LON ; ++j) {

w[j] = 2*dec_li(mat[j],0,0);

}

transposer(mat);

if(egal(mat,0,LON*LON)==TRUE) {

++succes;

break;

}

for(j=0 ; j<NB_ITER ; ++j) {

res = decoder(mat,w);

if(res==TRUE) {

++succes;

break;

}

else if(res==NOMOD) {

break;

}

else if(res==ERRONE) {

fprintf(fichier,"mauvais decodage\n");

imprimer(mat,LON,fichier);

imprimer(matorig,LON,fichier);

break;

}

}

}

resultat = (float) succes / essai;

fprintf(fichier,"nombre d'essais:\t%d\n",cpt);

fprintf(fichier,"poids de l'erreur:\t%d\n%f\n",poids_erreur,resultat);

fflush(fichier);

}

}

void creermat(mat,poids)

int mat[][LON],poids;

{

int m[LON*LON];

void initialiser(),modifier(),copie();

copie(mat,0,LON*LON);

initialiser(m);

modifier(mat,m,poids);

}
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void modifier(mat,m,poids)

int mat[][LON];

int m[],poids;

{

int i,j;

for(i=LON*LON ; poids>0 ; --poids)

{

j=random()%i--;

mat[(m[j]/LON)][(m[j]%LON)]=(random()%(CARD-1))+1;

m[j]=m[i];

}

}

void initialiser(m)

int m[];

{

int i;

for(i=0 ; i<LON*LON ; ++i)

m[i]=i;

}

void transposer(mat)

int mat[][LON];

{

int x;

int i,j;

for(i=1 ; i<LON ; ++i)

for(j=0 ; j<i ; ++j) {

x=mat[i][j];

mat[i][j]=mat[j][i];

mat[j][i]=x;

}

}

int dec_li(mdc,eff,neff)

int mdc[],eff[],neff;

{

int inv,i,nberreurs,poids;

extern int nbdec;

int li[LON],sigma[LON],omega[LON],zeros[CARD];

int r[LON][LON],u[LON][LON],q[LON][LON],aux[LON][LON];
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int degre(),inverse(),evaluer(),prodaux(),eltcode(),calculsyndrome();

void copie(),diviser(),psomme(),pproduit(),prodscal();

if(neff>=DMIN)

return(-1);

nbdec++;

if(neff>0)

for(i=0 ; i<neff ; ++i)

mdc[eff[i]] = 0;

poids = dist_H(mdc,0,LON);

if(2*poids+neff<DMIN) {

copie(mdc,0,LON);

return(poids);

}

nberreurs = 0;

copie(r,0,LON*LON);

if(calculsyndrome(r[1],mdc)!=0) {

if(neff>0) {

copie(omega,0,LON);

copie(sigma,r[1],LON);

for(i=0 ; i<neff ; ++i) {

omega[1] = eff[i]+1;

pproduit(sigma,omega,r[1]);

r[1][DMIN-1] = 0;

copie(sigma,r[1],LON);

}

}

copie(li,mdc,LON);

copie(q,0,LON*LON);

copie(u,0,LON*LON);

copie(aux,0,LON*LON);

copie(zeros,0,CARD);

r[0][DMIN-1]=1;

u[1][0]=1;

for(i=0 ; i<DMIN-1 ; ++i) {

if(degre(r[i+1],LON)<((DMIN+neff)/2))

break;

else {

copie(r[i+2],r[i],LON);

diviser(r[i],r[i+1],q[i],r[i+2]);

pproduit(q[i],u[i+1],aux[i]);

psomme(aux[i],u[i],u[i+2]);

}

}
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if(u[i+1][0]==0) {

return(-1);

}

inv=inverse(u[i+1][0]);

copie(sigma,u[i+1],LON);

prodscal(sigma,inv);

copie(omega,r[i+1],LON);

prodscal(omega,inv);

for(i=0 ; i<neff ; ++i)

zeros[eff[i]+1] = 1;

for(i=1 ; i<CARD ; ++i) {

if(evaluer(sigma,i)==0) {

inv = inverse(i);

if((inv>LON) || (zeros[inv]!=0))

return(-1);

zeros[inv] = 1;

++nberreurs;

}

}

if(nberreurs<degre(sigma,LON))

return(-1);

for(i=1 ; i<=LON ; ++i) {

if(zeros[i]!=0)

li[i-1]=somme[li[i-1]][produit[puissance(inverse(i),B)]

[produit[evaluer(omega,inverse(i))]

[inverse(prodaux(zeros,i))]]];

}

if(eltcode(li)==TRUE) {

copie(mdc,li,LON);

return(nberreurs);

}

else

return(-1);

}

else

return(0);

}

int calculsyndrome(s,li)

int *s,*li;

{

int i,mod;

int evaluer();
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mod=0;

for(i=0 ; i<DMIN-1 ; ++i) {

s[i]=evaluer(li,i+B+1);

if(s[i]!=0)

mod=1;

}

return(mod);

}

int prodaux(t,x)

int *t,x;

{

int i,r;

int inverse();

r=1;

for(i=1 ; i<=LON ; ++i)

if(t[i]==1&&i!=x)

r=produit[r][somme[1][produit[inverse(x)][i]]];

return(r);

}

int eltcode(mdc)

int *mdc;

{

int i;

for(i=1 ; i<=DMIN-1 ; ++i)

if(evaluer(mdc,i+B)!=0)

return(FALSE);

return(TRUE);

}

int decoder(mat,w)

int mat[][LON],w[LON];

{

int r,i,j,p,decode,modif,meilleure_branche,sw,meilleur_score,score;

int ww[LON];

int res[(DMIN-1)/2+2][LON][LON];

int eff[(DMIN-1)/2+2][LON],neff[(DMIN-1)/2+2];

int dec_li();

void transposer(),copie(),imprimer();
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sw = 0;

for(i=0 ; i<LON ; ++i) {

if(w[i]<0)

w[i] = DMIN;

sw += w[i];

}

decode = TRUE;

modif = FALSE;

for(r=0 ; r<(DMIN-1)/2+1 ; ++r) {

copie(res[r],mat,LON*LON);

for(i=0,neff[r]=0 ; i<LON ; ++i) {

if(w[i]>2*r)

eff[r][neff[r]++] = i;

if(neff[r]>=DMIN)

break;

}

}

copie(res[(DMIN-1)/2+1],mat,LON*LON);

neff[(DMIN-1)/2+1] = 0;

for(i=0 ; i<LON ; ++i) {

meilleur_score = LON*LON;

meilleure_branche = -1;

for(r=(DMIN-1)/2+1 ; r>=0 ; --r) {

p = dec_li(res[r][i],eff[r],neff[r]);

if(p==0) {

meilleure_branche = r;

break;

}

else if(p>0) {

score = sw;

for(j=0 ; j<LON ; ++j) {

if(res[r][i][j]!=mat[i][j]) {

score += 2*(DMIN-w[j]);

}

}

if(score<DMIN*DMIN) {

meilleure_branche = r;

break;

}

else if(score==sw) {

meilleure_branche = r;

break;

}

else if(score<meilleur_score) {
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meilleure_branche = r;

meilleur_score = score;

}

}

}

if(meilleure_branche>=0) {

ww[i] = 0;

for(j=0 ; j<LON ; ++j)

if(mat[i][j]!=res[meilleure_branche][i][j])

ww[i] += 2;

if(ww[i]>0) {

modif = TRUE;

if(ww[i]>DMIN)

ww[i] = DMIN;

copie(mat[i],res[meilleure_branche][i],LON);

}

}

else {

ww[i] = DMIN;

decode = FALSE;

}

}

for(i=0 ; i<LON ; ++i) {

w[i] = ww[i];

}

transposer(mat);

if(modif==FALSE)

return(NOMOD);

if((decode==TRUE) && (egal(mat,0,LON*LON)==FALSE)) {

for(i=0 ; i<LON ; ++i) {

if(eltcode(mat[i])==FALSE)

return(FALSE);

}

return(ERRONE);

}

return(decode);

}

void diviser(p,d,q,r)

int *p,*d,*q,*r; /*initialement p=r et q=0 */

{

int degd,degr,inv,i,j;

int degre(),inverse(),imp();
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degd=degre(d,LON);

degr=degre(r,LON);

if(degd>=0) {

inv=inverse(d[degd]);

for(i=degr ; i>=degd ; --i) {

if(r[i]==0)

;

else {

q[i-degd]=produit[r[i]][inv];

r[i]=0;

for(j=i-1 ; j>=i-degd ; --j)

r[j]=somme[r[j]][produit[q[i-degd]][d[degd-i+j]]];

}

}

}

else

printf("erreur : division par 0\n");

}

void psomme(p,q,s)

int *p,*q,*s;

{

int i,deg;

int degre(),max();

deg=max(degre(p,LON),degre(q,LON));

for(i=0 ; i<=deg ; ++i)

s[i]=somme[p[i]][q[i]];

}

void pproduit(p,q,s)

int *p,*q,*s;

{

int i,j,degp,degq;

int degre();

degp=degre(p,LON);

degq=degre(q,LON);

for(i=0 ; i<=degp ; ++i)

for(j=0 ; j<=degq ; ++j)

s[i+j]=somme[s[i+j]][produit[p[i]][q[j]]];

}
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void prodscal(p,a)

int *p,a;

{

int i,deg;

int degre();

deg=degre(p,LON);

for(i=0 ; i<=deg ; ++i)

p[i]=produit[p[i]][a];

}

int max(x,y)

int x,y;

{

if(x>y)

return(x);

return(y);

}

int inverse(x)

int x;

{

if(x==1)

return(1);

else

return(CARD+1-x);

}

int evaluer(p,x)

int *p,x;

{

int i,y,deg;

int puissance(),degre();

y=0;

deg=degre(p,LON);

for(i=0 ; i<=deg ; ++i)

y=somme[y][produit[p[i]][puissance(x,i)]];

return(y);

}

int puissance(x,i)

int x,i;
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{

if(x==0||x==1)

return(x);

return(((x-1)*i)%(CARD-1)+1);

}

void copie(x,y,taille)

int *x,*y,taille;

{

if(y==0)

for(; taille>0 ; --taille,++x)

*x = 0;

else

for(; taille>0 ; --taille,++x,++y)

*x = *y;

}

int degre(p,d)

int *p,d;

{

for(;d>0;--d)

if(p[d-1]!=0)

break;

return(d-1);

}

int egal(x,y,taille)

int *x,*y,taille;

{

if(y==0) {

for(; taille>0 ; --taille,++x)

if(*x != 0)

return(FALSE);

return(TRUE);

}

else {

for(; taille>0 ; --taille,++x,++y)

if(*x != *y)

return(FALSE);

return(TRUE);

}

}
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int dist_H(x,y,taille)

int *x,*y,taille;

{

int d;

d = 0;

if(y==0) {

for(; taille>0 ; --taille,++x)

if(*x != 0)

++d;

return(d);

}

else {

for(; taille>0 ; --taille,++x,++y)

if(*x != *y)

++d;

return(d);

}

}

int imprimer(mat,taille,stream)

int *mat,taille;

FILE *stream;

{

int i;

for(i=0 ; i<taille ; ++i,mat+=taille)

imp_li(mat,taille,stream);

fprintf(stream,"\n");

}

int imp_li(m,taille,stream)

int *m,taille;

FILE *stream;

{

for(; taille>0 ; --taille,++m)

fprintf(stream,"%-4.1d",*m);

fprintf(stream,"\n");

}
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�enum�erateur des poids, 36, 40
d'une boule, 38, 41

�evaluateur, 27{30, 32, 34
g�en�erateur, 17
localisateur, 27{30, 32, 34, 48, 50, 59
Mattson-Solomon, 46, 48, 59
minimal, 15
motifs
corrigibles, 130, 131, 135

motifs corrigibles, 36, 40, 42
code concat�en�e, 87, 91
code produit, 125, 127

motifs d'e�acement
code produit, 116, 123

motifs erron�es, 37, 38, 40, 42
motifs non corrigibles, 37, 40
primitif, 14

r�eduit
sch�eme, 118

racine primitive de l'unit�e, 15, 17, 27

s�equence de d�ecodage, 120, 127
achev�ee, 120, 127
correctrice, 120, 127

sch�eme, 117{119, 128
corrigible, 118
grille, 117
irr�eductible, 118, 121
non corrigible, 118
r�eductible, 117
r�eduit, 118
taille, 117

simulation
code produit, 125

support, 38, 59
syndrome, 23

taille
sch�eme, 117

taux
d'e�acement r�esiduel, 124
d'erreur r�esiduel, 131, 134

transform�ee
MacWilliams, 20

translat�e, voir classe lat�erale

z�eros, 18


