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Notations

e A[X] 'anneau des polynémes & une indéterminée de ’anneau A.

e [l le corps fini & g éléments.

e |r|, la partie entiére par défaut d’un entier r.

e Pour p(X) € A[X], on note [X|p(X) le coefficient de X* dans p(X).
e Pour un ensemble E, on notera |E| son cardinal.

o %Z dénote I'’ensemble des demi-entiers.

e Pour toutes matrices M et M’ ayant le méme nombre de ligne (M | M") représentera
la matrice dont la z-ieme ligne est constituée de la concaténation de la i-ieme ligne de
M et de la i-ieme ligne de M.

e Soit F un ensemble, on note P(F) ’ensemble des parties de E.

e On notera A + B la somme de deux espaces vectoriels A et B, i.e. 'espace vectoriel
engendré par AU B. On dira que la somme est directe si AN B = {0} et on notera
A@ B.



Introduction générale

1 Historique

Ce travail fait suite a une étude menée a bien par le projet CODES de 'INRIA pour la
société Alcatel Thomson Faisceaux Herziens (cf. [21]). Il s’agissait de concevoir une configu-
ration de codage pour combattre les effets d’un brouilleur impulsionnel et d’en évaluer les
performances. La configuration proposée reposait sur un schéma de concaténation classique
de Forney [36].

Les résultats des ces travaux ont mis en évidence la nécessité de procédés de construction
de codes de grande capacité de correction a partir de codes de petite longueur, ceux-ci se
prétant mieux aux algorithmes de décodage rapides, ainsi que l'intérét de développer des
outils combinatoires d’analyse de performance de tels codes. Le sujet de cette these s’est
donc imposé naturellement.

Une grande partie de cette these, a savoir les chapitres 111 et IV, a été effectuée dans le
cadre d’une étude pour la DRET, en cours, qui traite des codes permettant de lutter contre
de trés hauts niveaux de bruit, ¢’est-a-dire de 10 a 30% de taux d’altération (effacements ou
erreurs).

2 Hypotheses

Nous supposerons en général pour I’évaluation des configurations de codage que le canal de
transmission est symétrique et sans mémoire. C’est-a-dire que les erreurs seront indépendan-
tes, et chaque symbole transmis aura la méme probabilité d’étre transformé en chacun des
autres.

Cette hypothese est forte, et est inadaptée au cas du brouilleur impulsionnel par exemple.
Nous supposerons donc que, si besoin est, les mots de codes ont été entrelacés dans une table
suffisamment grande, de facon a assurer la validité du modele choisi de canal.

3 Nécessité de codes de grande longueur

La conception de codes a haut pouvoir de correction implique des conditions nécessaires sur
les parametres de ces codes. Tout d’abord, il est clair que le taux de transmission devra étre
faible, le théoréme de Shannon ([67, p.22]) nous donne une borne supérieure de ce taux pour
un canal donné.
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Une seconde condition nécessaire porte sur la longueur du code, celle-ci doit étre grande.
La justification que donne Blahut de ce fait dans introduction de [11] est la suivante :

“Whenever a message consist of a large number of bits, it is better in prin-
ciple to use a single block code of large blocklength than to use a succession of
codewords from a shorter block code. The nature of statistical fluctuations is
such that a random pattern of errors usually exhibits some clustering of errors.
Some segments of the random pattern contain more than the average number
of errors, and some segments contain less. Hence, long codewords are considera-
bly less sensitive to random errors than are shorter codewords of the same rate;
but, of course, the encoder and decoder may be more complex. As an example,
suppose that 1000 information bits are transmitted with a (fictitious) 2000-bit
binary codeword that can correct 100 bit errors. Compare this with a scheme for
transmitting 100 bits at a time with a 200-bit binary codeword that can correct
10 bit errors per block. Ten such blocks are needed to transmit 1000 bits. This
latter scheme can also correct a total of 100 errors, but only if they are properly
distributed — 10 errors to a 200-bit block. The first scheme can correct 100 errors
no matter how they are distributed within the 2000-bit codeword. It is far more
powerful.

This heuristic argument can be given a sound theoretical footing, but that is
not our purpose here. We only wish to make plausible the fact that good codes
are of long blocklength, and that very good codes are of very long blocklength.
Such codes can be very hard to find and when found may require complex devices
to implement the encoding and decoding operations.”

4 Distance minimale des codes BCH binaires

Nous nous sommes donc intéréssé aux codes de grande longueur. Ceux-ci posent comme le
suggere Blahut le probleme de leur complexité de décodage. En particulier les codes BCH que
nous étudions dans le chapitre IT ont une complexité de décodage relativement importante,
en O(n?) opérations élémentaires pour un code de longueur n, ces opérations s’effectuant
dans un corps fini de taille O(n) (n + 1 pour un code BCH primitif). La distance minimale
des codes BCH binaire en grande longueur - 255 et au dela - n’est pas connue dans tous les
cas. Nous nous sommes intéréssé au calcul de cette distance minimale pour les codes BCH
binaires primitifs au sens strict de longueur 255 et 511.

Nous développons une méthode de recherche de la distance minimale des codes cycliques a
I’aide des identités de Newton. Ces identités nous procurent un systeme d’équations qui doit
etre vérifié par les fonctions symétriques élémentaires et les fonctions puissances symétriques
des localisateurs d'un mot dont on peut fixer le poids. Les codes cycliques pouvant étre
définis par des conditions portant sur les fonctions puissances élémentaires de ses mots, ces
conditions sont facile & intégrer aux équations de Newton.

Cela nous permet de donner une condition nécessaire et suffisante pour I'existence d’un
mot de poids donné dans un code. Cette condition est 1’existence de solution a un systeme
d’équation dont on peut donner I’expression pour un code et un poids donné.
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Dans le cas des codes BCH binaires primitifs au sens strict, ce systéeme prend une
forme suffisemment simple pour autoriser une résolution a 1’aide du logiciel de calcul formel
MAPLE. Nous avons pu prouver I’absence de solutions de poids égal a la distance construite
pour certains codes ; il s’agit, en longueur 255, des codes B(255,59) et B(255,61) dont les
distances minimales valent respectivement 61 et 63, et, en longueur 511, du code B(511,123)
dont la distance minimale vaut 127. Nous avons pu également montrer pour certains codes
de longueur 511 l’existence de solutions de poids égal a la distance construite.

5 Outils d’analyse de performance

Outre les codes BCH binaires, nous nous sommes intéressé a deux types de construction
permettant d’obtenir des codes de grande longueur. Ces deux méthodes, codes concaténés
et codes produit, ont ’avantage de fournir des codes longs dont la complexité de décodage
est relativement faible.

Bien que cela ne soit pas parfaitement exact, on peut estimer que ces codes permettent de
multiplier les parametres de leur codes composants, en ajoutant seulement leur complexités
de décodage. Le principal probleme qui se pose alors est d’arriver a évaluer le plus précisement,
possible les performances de ces codes, afin de savoir s’il peuvent répondre au probleme que
nous nous posons, a savoir corriger des taux d’erreur élevés.

Pour évaluer les performances de ces codes, il nous a fallu d’abord définir avec précision
ce qu’était un algorithme de décodage ; une application de I'espace ambiant dans le code
et qui conserve le code. La propriété clé d’une telle application est sa borne, on dira qu’un
algorithme est borné par un entier e, s’il corrige toute erreur de poids strictement inférieur

e

a 5, et on dira que cette borne est stricte si I'algorithme ne corrige pas d’erreur de poids

supérieur.

En utilisant la combinatoire énumérative, nous pouvons décrire completement un algo-
rithme de décodage v : [f* — C'U{co} d’un code C' de longueur n sur un alphabet [ff a I’aide
de trois polynomes

e le polynome des motifs corrigibles

e le polynome des motifs non corrigibles

Pi(z) = Z wa(m)a

mey~1(o0)

e le polynome des motifs erronés

Py(x) = Z grn(m),
mey~1(C\{0})
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Ces polynomes étant liés par la relation
Py(x) + Pi(z) + Py(z) = (1 + (¢ &1)2)",

puisqu’ils énumerent tous les mots de I'espace.

Pour la correction d’erreur et d’effacement simultanement, nous introduisons la métrique
de Hamming généralisée Ay ; le symbole oo représente un effacement, et on attribue a ces
effacement le poids %, c’est-a-dire en longueur 1, on a Ay(co,z) = % pour x # oo. De
cette maniere nous obtenons une distance et en outre nous traduisons l'idée intuitive qu’un
effacement “cotite” 2 fois moins cher a corriger qu'une erreur.

De la méme maniere que précédemment, cela nous permet de définir les polynomes énu-
mérateurs des motifs d’erreur et d’effacement, mais avec des polynomes de Z[x%] car la

distance de Hamming généralisée est a valeur dans les demi-entiers.

Enfin nous définissons la capacité de correction d’'un code pour un algorithme de décodage
donné. Cette grandeur a la méme dimension qu'une distance minimale, et sert a mesurer les
performances d'un algorithme corrigeant au dela de la distance minimale.

La capacité de correction d’un algorithme est le plus grand entier d* tel que les perfor-
mances d'un code hypothétique de distance minimale d* possédant un algorithme de déco-
dage borné strictement par d* soient inférieures a celle du code mesuré. Bien entendu une
telle définition nécessite que le canal de transmission, c’est-a-dire pour nous la probabilité
d’erreur par symbole, soit donnée.

Dans la suite cette capacité de correction pourra étre mesurée soit a [’aide d’outils théo-
riques, dans le cas des codes concaténés, soit a I’aide de simulations, pour les codes produit.

6 Construction et décodage des codes concaténés

L’idée des codes concaténés date de 1966 avec 1'ouvrage de Forney [36]. Il s’agit de remplacer
les symboles d’un code “externe” par des mots d’un code “interne”, le cardinal de I’ensemble
des symboles du codes externe devra donc etre égal au cardinal du code interne.

Le décodage “naif” d’un code concaténé consiste a décoder successivement le code interne
pour obtenir des symboles du code externe, provoquant d’éventuelles erreurs, puis le code
externe. Il existe un algorithme plus performant, dit de Block-Zyablov, basé sur les idées
du décodage souple de Forney ; il s’agit de décoder plusieurs fois I’ensemble des mots du
code interne en dégradant progressivement les performances du code interne. Ceci a pour
effet d’augmenter le nombre d’echecs du décodage interne (qui correspondent a des efface-
ments pour le code externe), et de diminuer le nombre de décodages internes erronés (qui
correspondent & des erreurs pour le code externe). Le résultat important, qui garantit le
fonctionnement de cet algorithme, est que pour tout motif d’erreur de poids inférieur a la
moitié de la distance minimale du code concaténé, il existe un compromis pour le décodage
interne qui fourni un motif d’erreur et d’effacement corrigible par le code externe.

Nous avons pu en utilisant les outils d’evaluation définis dans le chapitre I obtenir une
évaluation des performances de ces deux algorithmes lorsque les algorithmes de décodage des
codes composants sont bornés.
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Enfin nous définissons un troisieme algorithme de décodage des codes concaténés d’ordre
1, le décodage partiel. Ce décodage sera utile pour définir celui des codes concaténés généra-
lisés d’abord, puis celui des codes produit. On peut résumer son fonctionnement de la fagon
suivante ; nous disposons pour décoder le code concaténé C sur [ de £ et B’ d’un algorithme
de décodage du code externe £, mais pour le code interne nous ne possédons d’algorithme
que pour pour un surcode B de B’. Un algorithme de décodage peut néanmions étre défini
en utilisant une projection 7 : B — B'. Le décodage partiel ¥ aura, en outre, la propriété
fondamentale suivante :

Vy € ]E'”’”e, VveVr Y(y+v)=Y(y),

ol ny est la longueur de B et de B', n, est la longueur de £, et V est un supplémentaire de
B' dans B égal au noyau de 7.

La concaténation d’ordre supérieur est une idée des russes Block, Zyablov et Zinoviev,
et consiste a utiliser plusieurs codes externes et plusieurs code internes. Nous donnons dans
ce travail une définition des codes concaténés généralisés, dans le cas linéaire, comme une
somme directe de codes concaténés d’ordre 1.

Cette définition nous permet de définir le décodage de ces codes de facon récursive ; dé-
coder un code concaténé d’ordre m est équivalent a décoder partiellement un code concaténé
d’ordre 1, puis a decoder un code concaténé d’ordre m <1.

7 Les codes produit

Les codes produit ont été introduits par Elias en 1954 sous le nom de codes itérés. Ils sont
définis a 'aide de deux codes composants sur le méme alphabet. Le code produit de C; et
Cs, noté C ® Cy, est 'ensemble des matrices dont chaque ligne est un élément de (', et
chaque colonne est un élément de C5. Contrairement aux codes concaténés les deux codes
codes composants ont un role symétrique, cette propriété sera utilisée pour le décodage.

Le premier algorithme de décodage que nous présentons, et que nous appelons algorithme
“élémentaire” consiste a décoder dans 1’ordre chaque ligne puis chaque colonne jusqu’a obte-
nir un mot de code. Cet algorithme a été simulé et s’est avéré tres efficace pour des produits
de codes de Reed-Solomon sur .

Le second algorithme que nous présentons est l'algorithme de Reddy-Robinson. Pour
introduire cet algorithme, nous montrons tout d’abord qu’un code produit peut s’exprimer
comme somme directe de codes concaténés d’ordre 1. Cette somme n’a pas les mémes proprié-
tés que celle définissant un code concaténés généralisé, mais permet de décrire le décodage
d’un code produit comme le décodage en parallele de codes concaténés d’ordre 1 par un
algorithme de décodage partiel.

L’algorithme de Reddy-Robinson a pour principal défaut de ne pas tenir compte de la
symétrie du code produit, cela nous a amené apres étude des résultats des simulations a
concevoir un algorithme plus performant défini comme une version itérative de 1’algorithme

de Reddy-Robinson.

Nous avons pu obtenir par des simulations des résultats intéressants sur les performances
des codes produit. Les algorithmes décrits plus haut permettent en effet de corriger des motifs
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d’erreur tres au dela de la distance minimale du code. Par exemple nous avons pu corriger
pour le code RS(15,7,9) ® RS(15,7,9) plus de 99% des motifs d’erreur de poids 85, alors
que la distance minimale de ce code est de 81, et donc n’autorise le décodage d’erreur avec
certitude que jusqu’au poids d’erreur 40. Pour ce méme code nous avons obtenu une capacité
de correction d’erreur de 179 pour un taux d’erreur résiduel de 107 (ce qui correspond &
un taux d’erreur de 29% pour des symboles de [fg) alors que la borne de Singleton valable
pour tout code en bloc donne, pour les méme parametres, une distance minimale inférieure
ou égale 177.

Cela signifie que pour obtenir un taux d’erreur résiduel de 10~°, on ne peut pas trouver
de code en bloc de méme longueur, de méme dimension et ayant un algorithme de décodage
borné strictement par sa distance minimale, meilleur que le code RS(15,7,9) ® RS(15,7,9).

Enfin nous concluons ’exposé sur les codes produit en montrant que leur complexité de
décodage reste tres raisonnable. En effet pour une méme quantité d’information transmise,
la complexité de décodage est sensiblement la méme que celle des codes composants.



Chapitre 1

Quelques notions de théorie des codes

La section 1 de ce chapitre rappelle les principales notions sur les corps finis nécessaires a la
définition des codes cycliques dans la section 2.

La section 3 traite du probleme du décodage. On donnera en particulier une définition
d’un algorithme de décodage comme une application a valeur dans la réunion du code et du
symbole co (qui représente un echec), et qui conserve le code. Nous enumérons ensuite les
propriétés que peut avoir un tel algorithme. A 1’aide de la distance de Hamming généralisée,
nous pourrons élargir cette définition et ces propriétés au décodage d’erreur et d’effacement
simultanement. La section 4 detaille le décodage des codes BCH a l'aide de 'algorithme
d’Euclide étendu.

Enfin dans la section 5 nous reprenons la notion de polynome des motifs corrigibles
introduite par Paul Camion dans [21], et nous la généralisons. Cet outil de combinatoire
énumérative permet de décrire avec précision les performances d’un algorithme de décodage,
et ces polynomes que nous décrivons peuvent étre calculé dans certain cas particuliers. Nous
définissons également la capacité de correction d’un code pour un algorithme donné qui per-
met de mesurer les performances d’un algorithme qui décode au-dela de la distance minimale
du code.

13
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1 Rappels sur les corps finis

Nous rappellons dans cette section les notions sur les corps finis et leurs extensions qui seront
utiles dans ce travail. Les énoncés donnés ici sont largement inspirés de [63], ouvrage auquel
nous renvoyons le lecteur s’il désire les preuves completes des résultats exposés ci-dessous.

1.1 Corps finis et extensions

Définition 1.1 Soit p > 1 un nombre premier. On note I le corps fini a p éléments Z,/pZ.

Définition 1.2 Soient K un sous-corps du corps K' et d la dimension de K' en tant que
K -espace vectoriel. On dit que K' est une extension de degré d de K.

Théoreme 1.1 Soit F' un corps fini de cardinal ¢ > 1. Alors
1. ¢ =p™, ou p est un nombre premier et m un entier positif.
2. F est unique a isomorphisme pres.

Le corps de cardinal ¢ = p™, noté [ est une extension de degré m du corps premier If.
Proposition 1.1 Pour tout entier m > 1, [fm est une extension de degré m de If.
Théoréme 1.2 Le groupe multiplicatif de I}, noté ]}? est cyclique.

Définition 1.3 Un générateur de H‘? est appelé élément primitif de [.

Théoréme 1.3 Soit f(X) € B[X] un polynome irréductible de degré m. Alors f(X) posséde
une racine o dans W . De plus les racines de f(X) sont simples et sont données par les
éléments distincts suivants a,a?, ..., 04" de H qui sont appelés les conjugés de «

pour .
Si o est un élément primitif de [m , alors ses conjugés sont aussi des éléments primitifs.
On dira alors que f(X) est un polynéme primitif.

Théoréme 1.4 Soit [f un corps fini, et soient m et m' deuz entiers strictement positifs.

I@m/ est isomorphe & un sous-corps de lfm < m‘|m.

De plus Em/ est isomorphe a tout sous-corps {3 € [ | ﬁqm’ = (}.

Remarque I.1 Si a € [ est dans le sous-corps H‘Em/ de [, alors ses conjugés seront

2 m!—1
a,af, a7 ... al et m'|m.
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1.2 Représentation polynomiale d’un corps fini
Si f(X) € F[X], on note (f(X)) I'idéal de [{[X] engendré par f(X).

Proposition 1.2 Soient un entier m > 1 et f(X) € [X] un polynome irréductible de degré
m. Alors l'anneau quotient f[X]/(f(X)) est un corps ﬁm de cardinal q™, isomorphe & [fm .

Cette proposition nous fournit une représentation des éléments de [fm par des polynomes
A coefficient dans [f de degré au plus m <1 en une racine o de f(X).

Proposition 1.3 Soient un entier m > 1 et f(X) € F[X] un polynome irréductible primi-
tif de degré m. L’ensemble des restes de la division par f(X) des éléments de l’ensemble
{1, X, X2 ..., X" 71} est égal a l'anneau quotient [X]/(f(X)).

Dans le cas olt f(X) est primitif, on a donc une représentation de [fn par des polynomes de
degré au plus m <1 en une racine « de f(X), et une représentation cyclique de ]E*m par les
puissances de c.

Définition 1.4 Soit n|g™ <1. On appelle racine n-ieme de Punité sur [f, un élément de Tn
dont l’ordre divise n, on appelle racine n-iéme primitive de Punité sur [f, un élément d’ordre
n de Bn, en particulier si n = ¢™ <1, une racine primitive n-iéme de l'unité sur If est un
élément primitif de [fm .

Définition 1.5 Soit n|¢g™<<1. Pour tout entier i, 0 < i < n, on définit la classe cyclotomique
de i modulo n sur H;‘; comme [’ensemble

cl(i) = {i,qi, ¢%,...,q™ i} mod n.

Le cardinal d'une classe cyclotomique modulo n sur [f' sera un diviseur de m, ot m est le
plus petit entier tel que n|¢™ <1. En fait, si o est une racine primitive n-ieme de 1'unité sur
[, alors la classe cyclotomique de i est I’ensemble des logarithmes en base a des conjugés de
ol c’est-a-dire que si Hj;mf est le plus petit sous-corps de [fm contenant o, alors

m!

(i) = {i,qi, ¢%,...,¢™ "} mod n,
I’ensemble des conjugés de o’ étant
{ai, aqi’ ani, R aqm, i}’

et de plus ces deux ensembles ont pour cardinal m’, qui est un diviseur de m en vertu du
théoreme 1.4

Définition 1.6 Soit a € ]:Em. Le polynome minimal de o dans [ est le polynome unitaire
de plus bas degré f(X) € B[X] vérifiant f(a) =
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Proposition 1.4 Soit o € [n. Le polynéme minimal de « est le polynome f(X) scindé
dans [m dont les racines sont les conjugés de o pour [

F(X) = (X @a)(X ©a%)... (X aat™ "),
]E;mr étant le plus petit sous-corps de fm contenant o

Corollaire 1.1 Si « est un élément primitif de |m, son polynéme minimal est primitif de
degré m.

2 Codes correcteurs — Définitions et propriétés

Nous rappelons dans cette section les principales notions de théorie des codes, et en particulier
la définition des codes BCH qui font I'objet du second chapitre de ce travail, et qui seront
également utilisés pour illustrer les deux chapitres suivant.

Tous les résultats exposés dans cette section sont extraits de [67].

2.1 Définitions
Soient n et ¢ deux entiers positifs, soit A un alphabet a ¢ éléments.

Définition 1.7 Soient A" I’ensemble des mots de longueur n sur A, x = (29,1, ...,Tp_1) €
A" ety = (Yo, Y1, -+, Yn_1) € A™.

e La distance de Hamming entre x ety est
du(x,y) =H{i|0<i<nel, z; #y}.

on vérifie que dy est bien une métrique et on appelle alors espace de Hamming sur A
l’ensemble A™ muni de la métrique dp.

e Si A est un groupe, le poids de Hamming wy(x) d’un mot x € A™ est le nombre de
ses coordonnées non nulles
wH(X) = dH(Xa 0)7

ot 0 est le mot de A™ ayant toutes ses coordonnées égales a l’elément neutre de A.

e Un code C sur A est une partie non vide de [’espace de Hamming A", n est appelé
longueur du code, les éléments de C' sont appelés mots de code.

Définition 1.8 On appelle distance minimale d’un code C' sur A, ’entier
d= mm{dH(x,y) | X,y € C,X 7£ Y}a
st A est un groupe, on appelle poids minimal d’un code C, ’entier

min{wy(x) | x € C,x # 0}.
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Définition 1.9 On appelle code parfait un code tel que l’ensemble des boules de rayon Ld—glj
centrées en tous les éléments du code forment une partition de l’espace de Hamming A™.

Définition 1.10 Un code C' est dit linéaire sur A, si A est un corps et C' un sous-espace-
vectoriel de A™. La dimension de C' sur A est appelée la dimension du code C'.

On notera C(n,k,d) un code linéaire C de longueur n de dimension k et de distance
minimale d. On dira que n, k et d sont les parametres du code.

Remarque 1.2 Pour un code linéaire le poids minimal est égal a la distance minimale.

Définition I.11 Une matrice génératrice G' d’un code linéaire C est une matrice k X n dont
les lignes forment une base de C'.

2.2 Les codes BCH
L’alphabet est égal & [, le corps & ¢ éléments. Soit n un entier. On note R,, = F[X]/(X" 1)

'anneau des polynomes a coefficients dans [f modulo 'idéal engendré par X™ < 1. Soit «
une racine primitive n-ieme de I'unité sur .
2.2.1 Définitions

Définition 1.12 (codes cycliques) Un code cyclique de longueur n sur [ est un idéal de
R

Remarque 1.3
1. Un code cyclique est linéaire.

2. Un code cyclique est invariant par permutation circulaire de ses coordonnées dans
la base (1,X,X?% ..., X" "de R,. La permutation circulaire d'une position a droite
correspond a la multiplication par X modulo X" <1

X (ag + (ZlX +... + an,zX”ﬁ + an,anfl)
= CL()X + a1X2 +... + CLn_QXn_l + CLn_an
= ap1+aX +a; X2+ ... +a,2X" ' mod X" <1.

Théoréme 1.5 Soit C un code cyclique de longueur n sur I, on a
i. Il existe un unique polyndome unitaire g(X) de degré minimal dans C.
ii. C est l'idéal engendré par g(X), g(X) est appelé polynome générateur de C.
iii. g(X) est un facteur de X™ < 1.

iv. Tout ¢(X) € C s’écrit de facon unique c(X) = f(X)g(X) dans B[X]. La dimension
de C est n<r ot r = degg(X).
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Définition 1.13 (codes BCH) Soit C un code cyclique le longueur n sur If et soit g(X)
son polynome générateur. C est un code BCH de distance construite 6 si ¢ est le plus grand

entier vérifiant
AbeZ, gla®) =g =... =g(a’?) =0,

ot v est une racine primitive n-ieme de U'unité dans extension lim de If, m étant le plus
petit entier tel que m|q™ < 1.

Définition 1.14 Un code BCH est dit primitif sl existe un entier m tel que n = ¢™ <1, il
est dit BCH au sens strict si b = 1. On notera B(n, ) le code BCH binaire primitif au sens
strict de longueur n et de distance construite 0.

Remarque 1.4 B(n,§) est l'ensemble des polynomes de R, admettant comme racines

«, a2, ceey a®

Définition 1.15 Soit un code cyclique C de longueur n sur . On appelle zéro de C, toute
puissance de « qui soit racine de g(X).

Définition 1.16 Soit un code cyclique C' de longueur n sur [f. L’ensemble de définition de
C, noté I(C), est égal a l’ensemble des exposants des zéros de C' :

I(C) = {i| g(a') = 0}.

Remarque 1.5

1. g(X) divise X" <1, donc toutes ses racines sont des racines n-iemes de I'unité sur If,
les zéros du code sont donc bien des puissances de a.

2. I(C') est 'ensemble des entiers i tels que Vc(X) € C, ¢(a’) = 0, si C est un code BOCH
de longueur n sur [f et de distance construite §, I(C) contient la réunion des classes
cyclotomiques modulo n sur [f des entiers b,b+ 1,...,b+ § <2.

Définition 1.17 Le code de Reed-Muller raccourci R*(v, m) de longueur n = ¢™ <1 sur [,
d’ordre v € [1,m(q <1)], est le code cyclique dont [’ensemble de définition est

I(Cy(m,q)) = {i € [1.n]| w,(i) < m(q 1) v}

Ou wy le g-poids est défini pour tout s € [1,n], par
m—1
wfl(s) = Z S
i=0

ot les s; sont définis par ’écriture de s en base q, s = 7" s:q°.
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2.2.2 Distance construite et distance minimale des code BCH

Théoréme 1.6 (borne BCH) Soit un code BCH de distance construite 6, sa distance mi-
nimale d vérifie

d> 6.

C’est ce théoreme qui justifie le terme de distance construite donné a ¢. Il faut noter de plus
que pour les codes BCH primitifs au sens strict cette borne est atteinte la plupart du temps.

Le plus petit code BCH binaire primitif au sens strict dont la distance minimale est stric-
tement supérieure a la distance construite est le code B(127,29) dont la distance minimale
vaut 31, c’est le seul en longueur 127. En longueur 255 tous les codes BCH primitifs au sens
strict ont pour distance minimale leur distance construite, sauf éventuellement B(255,59)
et B(255,61). Nous montrons dans le chapitre II que ces deux codes dépassent leur dis-
tance construite, leur distance minimale vaut respectivement 61 et 63. Le plus petit code
BCH binaire primitif au sens strict dépassant sa distance construite de plus de 2 est le code
B(511,123) dont la distance minimale vaut 127, ce resultat a également été obtenu dans le
cadre de ce travail, et est exposé dans le chapitre II.

Proposition 1.5 La distance minimale d’un code BCH binaire primitif au sens strict est
impasre.

Proposition 1.6 La distance construite d’un code BCH primitif au sens strict de longueur
n sur I§ est I’élement minimal d’une classe cyclotomique modulo n sur If.

2.3 Les codes de Reed-Solomon

Définition 1.18 Un code de Reed-Solomon est un code BCH sur [} de longueur n = q < 1.
Si ce code a pour dimension k et distance minimale d, nous le noterons RS(n, k,d).

Proposition 1.7 (borne de Singleton) /67, p. 33/ Si C est un code linéaire de paramétres

(n,k,d), alors
d<n&sk+1.

Définition 1.19 Un code de longueur n, de dimension k, de distance minimale d est MDS
(de 'anglais “maximum distance separable”) s’il atteint la borne de Singleton

d=n<k+1.

Proposition 1.8 Les codes de Reed-Solomon sont MDS.
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2.4 Polynome énumérateur des poids

Définition 1.20 Soit C' un code linéaire de longueur n et soit A; le nombre de mots de poids
i. On appelle polynome énumérateur des poids de C', le polynome

n

Wel(z,y) = A"y

1=0

Définition 1.21 Soit C un code linéaire (n,k,d). Le code dual de C, noté C*, est l’ortho-
gonal de C pour le produit scalaire usuel

(x,y) = Xn%iﬂzyz
C+ est un code linéaire (n,n <k, d*), la distance minimale d+ de C+ est appelée distance
duale de C'.
Théoréme 1.7 (transformée de MacWilliams) Soit C' un code linéaire sur I, on a
[CI Wiz, y) = Welz + (¢ 1)y, 2 <) (I.1)
qui est appelé identité de MacWilliams, et puisque (C+)* = C
ICH Wolw,y) = Wer (z + (¢ 1)y, z <) (1.2)

Si A} est le nombre de mot de poids i de C*, en dérivant la relation (I1.2) s fois par
rapport a la variable y, on obtient en z =1,y =1

n (5 A N/ 1Y '
3 i A qgs 3 n < A (13)
—\s/q q —\1&g n &S

en particulier lorsque s < d* I'équation (1.3) donne

z”: C)% N (Z) (q—?l> (1.4)

Ces relations sont appelées identités de Pless.

La distribution des poids des codes MDS

Proposition 1.9 [67, pp. 319-321] Soit C(n,k,d) un code MDS sur I, A, le nombre de
mots de poids w, on a

= (1) gl(«:»l)j e e
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En particulier pour les poids d et d + 1
n
A= e () (L6

A = (qel)god (dj_l) (L7)

3 Théorie algébrique du décodage

Dans toute cette section on considére un code linéaire C'(n, k,d) sur [f.

3.1 Position du probleme

Etant donné
o que x € (' est le “message transmis”,
e que x est perturbé dans un canal bruité par ’erreur e € ]1‘3”,
e que y =x + e, le “message recu”, est le seul mot auquel le décodeur a acces,

le probleme du décodage est de retrouver x a partir de y.

Un algorithme de décodage de C' devra donc prendre comme argument un élément de H‘g’l,
et s’il se termine, rendre un élément du code C'. Il devra également étre déterministe, c’est-
a~dire qu’'un mot de 'espace ]1*;” sera toujours décodé de la méme maniere. Nous proposons
la définition suivante.

Définition 1.22 Soit un code linéaire C'(n, k,d) sur [f, un algorithme de décodage d’erreur
de C' est une application

v i B es CU {0}
y & (y)
telle que Vx € C, v(x) = x. Le fait que y(y) = oo signifiant que 'y n’a pas été décodé.

Soit e un entier positif, on dira que vy est borné par e, si
e
Vy el vx e, dulxy) <5 =1(y) =x

ot dg est la métrique de Hamming sur If, on dira que v est borné strictement par e si on a
de plus

Y(y) =x# 00 = dy(x,y) <

N o

On dira que -y respecte la métrique d, st

Vyell', VxeC, 1(y) e C=d((y).y) <dx,y)
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On dira que 7y est un algorithme linéaire si

Vyell", Vx e C, y(y +x) =1(y) +x,
avec la convention 0o + X = 0.

Remarque 1.6 Une confusion est possible entre un algorithme linéaire et un algorithme de
complexité linéaire. Nous reservons, dans tout ce travail, le terme d’algorithme linéaire a la
propriété énoncée ci-dessus.

Proposition 1.10 Tout code C' admet un algorithme de décodage d’erreur borné par sa
distance minimale, respectant la distance de Hamming, et qui se termine pour toute entrée, on
dit d’un tel algorithme de décodage qu’il est a vraisemblance maximale (maximum likelyhood
decoding).

preuve : Soit I’algorithme de décodage v suivant
Vy € ]Eh, v(y) = “le mot de C le plus proche de y pour dg”

puisque C' est fini, on peut parcourir le code pour trouver ce mot le plus proche, en cas de
non unicité, les conflits peuvent étre réglés en munissant C' d'une relation d’ordre.

Notons que 7 se termine pour toute entrée et respecte la distance de Hamming par
définition.
Soit d la distance minimale de C, soient y € ]1‘3” et x € C, tels que

d
dy(x,y) < Y

Alors x est le mot de C' le plus proche de y, sinon la définition de la distance minimale serait
contredite, donc 7y est borné par d. O

Notons que cet algorithme n’est pas unique en général, il suffit en fait qu’il existe un mot
de y € I@h qui soit a égale distance de deux mots du code, auquel cas on a au moins deux
algorithmes distincts a vraisemblance maximale.

Proposition 1.11 Soit un code linéaire C(n, k,d) sur If, muni d’un algorithme de décodage
v, la meilleure borne possible pour v est

d&l
2LTJ+1.

preuve : Notons que 2 L%J + 1 vaut d + 1 si d est impair, et d si d est pair.
Soient x,x’ € C' tels que dy(x,x') = d. Il existe alors y € IE;” tel que

d&l d+1

dH(Xay) = Ta et dH(X,7Y) = Ta
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si d est impair, ou
d , d
dH(X,Y):ga et dH(X7Y):§7

si d est pair.
Donc si d est impair v ne peut étre borné par d + 2, et si d est pair v ne peut étre borné
par d + 1. O

3.2 Matrice de parité — Syndrome

Définition 1.23 On appelle matrice de parité du code C(n,k,d) une matrice H a n <k
lignes et n colonnes sur [, telle que C = ker H = {x | Hx! = 0}.

La matrice H détermine le code C'. Remarquons que par un théoreme fondamental d’algebre
linéaire, les lignes de H forment une base de I'orthogonal de C' dans ﬂ'j;” pour le produit
scalaire usuel.

Définition 1.24 Soity € H‘Zl Le syndrome de y est le vecteur de ]Ezhik

lapplication S : H‘Zl — ]1‘31*’“ ainsi définie est B-linéaire.
H induit une relation d’équivalence sur ]1*;”
xRye HxX'=Hy' s Hxey) =0 xeycC.

Chacune des classes de cette relation d’équivalence est appelée “classe latérale” ou “translaté”
de C.

Le code C' est la classe de 1’élément nul de H‘Sh Plus généralement, deux éléments sont
dans un méme translaté si et seulement si ils ont le méme syndrome.

Proposition 1.12 1] existe au plus un mot de poids < d/2 dans un translaté donné.

preuve : Soient X,y € ]E” telsque x Ry, wy(x) < d/2 et wy(y) < d/2. Alors x<y € C et
wg(xey) =d(x,y) <d(x,0)+d(0,y) < d/2+d/2 = d, en vertu de I'inégalité triangulaire.
Donc x =y. O

3.3 Décodage des codes linéaires

A partir de la matrice de parité et des syndromes on peut définir I’algorithme de décodage
v suivant :

1. Dans tout translaté y + C', on choisit un élément de plus petit poids, e(y) que I’'on met
dans une table indexée par le syndrome de y. Remarquons que e(y + x) = e(y) pour
tout x € '

2. Siy est le mot regu, on calcule son syndrome S(y), et on lit e(y) dans la table.
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3. lalgorithme retourne (y) = X =y <e(y).

Proposition 1.13 v est un algorithme a vraisemblance mazimale, donc il est borné par sa
distance minimale, et respecte la distance de Hamming. De plus cet algorithme est linéaire.

preuve : Soity € ]1*;”, € un élément de plus petit poids de la classe de y
e Y(y) € C,eneffet y R €, donc v(y) =y <€ R 0.

e Vx € C, y ©x R &, donc dy(x,y) = wy(y ©x) > wy(€) = dg(y(y),y), donc y(y)
est un élément du code réalisant le minimum de la distance a y.

e L’algorithme est linéaire. En effet, pour tout x € C, y € ]Eh
YWy+x)=y+xse(y +x) =y +xee(y) =9(y) +x,

puisque e(y + x) = e(y).

O

Le décodage des codes linéaires se ramene donc a la recherche d'un mot de plus petit
poids d’un translaté donné par son syndrome. Cette recherche est généralement difficile, mais
dans certains cas, comme celui des codes BCH, on possede un algorithme qui fonctionne pour
certains translatés.

3.4 Décodage d’erreur et d’effacement simultanément

Un effacement étant un symbole erroné dont on connait la position, on convient de substituer
le symbole oo en cette position. Nous sommes donc amené a raisonner sur des vecteurs dont
les coordonnés sont dans [f U{oc}. Nous étendons I'addition dans [ en considérant co comme
un élément absorbant.

Dans la proposition suivante nous définissons une distance de Hamming généralisée sur
[f U {co}qui differe de celle définie par Wei dans [98], bien que portant le méme nom.
Proposition 1.14 Soit 65 : (If U {o0})? — {0, 3,1} Uapplication définie par
sia="0
sia#b, et a=o00, oub= o0

sia#b, et a# 00, b# 00

Six = (21,...,2),y = (W1, ., ya) € (FU{oo})™, on définit Ay : (U {oo})™ — 37 par

n

Ap(x,y) = 0u(zi, ui),

=1

6H((Z, b) =

o= O

Apgr est une distance sur (If U {oo})™, on appelera distance de Hamming généralisée sur

.
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preuve : 0y est une distance sur [f U {oo}, en effet
1. 6p(a,b)=0<a=0>
2. 6g(a,b) = 6g(b,a)
3. soit a, b, c € [f U {oc}, distincts, on a

(a) a # o0, b # o0, et ¢ # oo, &y restreint & [ est la distance de Hamming (en
longueur 11!), donc

ou(a,c) < ép(a,b) + om(b,c).

(b) a = 00, ou ¢ = oo, alors

S 5[.[(&, b) +5H(b70) = ;

DN =

ou(a,c) =

(c) b=o0
ou(a,b) +6u(byc) =1> by(a,c).

si a, b, ¢ ne sont pas distincts, I'inégalité triangulaire est triviale (I'un des trois termes
au moins est nul, les autres sont égaux).

De la relation .

Ap(x,y) = 6u(zi, ui),

=1

on déduit que Ay est également une distance. a

Définition 1.25 On appellera poids de Hamming généralisé d’un mot x € (FU{o0})", noté
Qpy(x), sa distance de Hamming généralisée au mot nul

Qp(x) = Ag(x,0).

Remarque 1.7

1. La métrique Ap restreinte a ]1‘3” coincide avec la métrique de Hamming. En particulier
la distance minimale est conservée.

2. Le symbole oo représentant un effacement, si y € (If U {oo})™ est effacé en p positions
(i.e. y possede p fois le symbole oo dans son écriture), et differe de x € ]1*;” en v des
positions restantes, alors

_2v+p

3. Le poids 1/2 qui est donné aux effacements, est le plus petit tel que Ay soit une
distance, tout en conservant la méme distance minimale pour le code, et il correspond
bien a l'idée intuitive qu’'un effacement “cotite” 2 fois moins cher a corriger qu’une
erreur.
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Définition 1.26 Soit un code linéaire C(n, k,d) sur [f. Un algorithme de décodage d’erreur
et d’effacement de C' est une application

v o [Hu{eo})” &= CU{oo}
y &= (y)
telle que Vx € C, v(x) = x. Le fait que y(y) = oo signifiant que 'y n’a pas été décodé.

Soit e un entier positif. On dira que vy est borné par e, si
e
vy e [U{oo})”, VxeC, Aulxy) <35 =7(y) =x

oty A est la distance de Hamming généralisée sur lf. On dira que ~ est borné strictement
par e si on a de plus

Y(y) =x # 00 = Ap(x,y) <

N o

On dira que 7y respecte la distance d si

Vy € ([fu{oo})", Vx e C, ~(y) € C=d(y(y)y) < d(x,y).
On dira que 7y est un algorithme linéaire si
Vy € [fU{oo})”, Vx € C, 2y +x) =1(y) +x,
(on convient que x + oo = oo pour tout x € (If U {oo})™).

Remarque 1.8 Le symbole oo est utilisé dans deux contexte différents, pour représenter
Ieffacement d'un symbole de [f et pour représenter un echec au décodage.

Proposition 1.15 Tout code C' admet un algorithme de décodage d’erreur et d’effacement
borné par sa distance minimale, respectant la distance de Hamming généralisée, et qui se
termine pour toute entrée, on dit d’un tel algorithme de décodage qu’il est a vraisemblance
maximale (maximum likelyhood decoding).

preuve : Soit I’algorithme de décodage v suivant
Vy € (F U {c0})", 7(y) = “le mot de C le plus proche de y pour Ag”

puisque C' est fini, on peut parcourir le code pour trouver ce mot le plus proche, en cas de
non unicité, les conflits peuvent étre réglés en munissant C' d'une relation d’ordre.

e 7 se termine pour toute entrée et respecte la distance de Hamming généralisée par
définition.

e Soit d la distance minimale de C, soient y € (If U {oo})" et x € C, tels que

d
AH(X7Y) < 5

Alors x est le mot de C' le plus proche de y, sinon la définition de la distance minimale
serait contredite, donc v est borné par d.
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O

Proposition 1.16 Soit un code linéaire C(n, k,d) sur If, muni d’un algorithme de décodage
d’erreur et d’effacement v, la meilleure borne possible pour v est la distance minimale d de

C.

preuve :
Soit x € C, tel que wy(x) = d. Alors il existe y € (If U {oo})™ tel que

d d
AH(Xay) = 57 et AH(OJY) = 5
En effet, supposons sans perte de généralité que x = (z1,...,24,0,...,0). Si d est pair, on

choisit
y:(xl,...,x%,(],...,O),

et si d est impair, on choisit
y = (z1,...,0a-1,00,0,...,0).

Donc v ne peut pas étre borné par d + 1. O

4 Décodage des codes BCH

Soit a une racine n-iéme primitive de I'unité dans le corps [fm olt n|¢™ 1. B,(n, 6,b) est le
code BCH sur [ de longueur n, et de distance construite §, défini par

By(n,6,0) = {c(X) € BIX]/(X" &1) | ¢(a®) =c(a"™) = ... = c(a"™?) = 0}.

Ce code admet pour matrice de parité :

1 ab a2t c an=1b
. 1 ottt 204D =)0+
i ab+‘672 az(bJ‘r672) a(nfl).(b+672)

Les sections 4.1, 4.2 et 4.3 sont inspirées de [67], la section 4.4 de [75]. Toutefois la
présentation basée sur le théoreme 1.9 est originale.

4.1 Polynoémes localisateur et évaluateur

Soit a = (ag, a1, ...,a,—1) € " de poids w et soient :

iy sy Aoy oo vy Ay

w
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les composantes non nulles de ce vecteur. On associe a a les éléments suivants de [ :
X, =a" X, =a2,..., X, =a™
appelés localisateurs de a, ainsi que les éléments suivants de [ff :
Yi=0a;,Y2=a;,...,Yy = a;,
appelés évaluateurs de a.

Définition 1.27 Le polynome localisateur de a est le polynome :

w

o(z) =[[1eX;2) = éaizi € Bnz].

=1

Les racines de o(z) sont les inverses des localisateurs de a.

Les coefficients o; de o(z) sont les fonctions symétriques élémentaires des X :

o =<(X1+ ...+ Xu),
09 — X1X2 + X1X3 + ...+ wale;

0w = (S1)"X, ... Xy,

Définition 1.28 Pour tout entier b, on définit un polynome évaluateur wy(z) € [fm [2] de a

par :
w w

wy(z) =D YiX] [I(1 &X;2).

=1 Jj=1

J7i

On a pour tout 7, 1 <i < w :

V. — Xi_bwb(Xi_l)
sl e XX

De la connaissance de o(z) et wy(2) on peut donc déterminer entierement le vecteur a.

Théoréme 1.8 Soit a = (ag,...,an—1) € B, 0(2) le polynéme localisateur de a, wy(z) son
polynome évaluateur. On associe a a le polynome a(z) = ap + a1z + ... +a, 12", et pour
tout entier j, on pose A; = a(a?). On a

wy(2) = Sp(2)a(2) (1.8)

Sb(Z) = Z Aj+sz.
j=0



4. Décodage des codes BCH 29

preuve : On a:

wp(z) zw: YiX?
o(z) = 12X,

—~
N
s
~
\‘K}.

Il
NE
=
L
M2

@
Il
—
.
Il
S

I
M8
N&}.
M-
=
e

s

7=0 =1
00 n—1

= Y4 Y a;0f0t),
7=0 =0
o

= ZA]erZ )
=0

ce qui démontre le théoreme. O

Remarque 1.9 Le théoreme 1.8 reste vrai si I'un ou plusieurs des Y; est nul.

Théoréme 1.9 Soient S(z) € (2] et 6 un entier positif. Pour tout entier positif ou nul v,
on considére le systéme d mdetermmees f(2) et g(z) dans fm|z] :

g(2) = f(2)S(2) mod 2°~!
deg f <wv (1.9)
degg+v <d&l.

Il existe au plus, a un scalaire multiplicatif prés, un couple (f(z), g(2)) de polynémes premiers
entre euz solution de ce systéme. Toute solution (f'(2),¢'(z)) de (1.9) est alors de la forme :

preuve : Soient (f(z),g(2)) et (f'(2),4'(z)) deux couples solutions de (I1.9), avec f(z) et
g(2) premiers entre eux. On a

9(2)f'(2) = f(2)S(2)f'(2) = f(2)g'(2) mod 2°,
or deg(gf') < 6 1 et deg(fg’) < 6 <1, donc

9(2)f'(2) = f(2)g'(2),

et puisque f(z) et g(z) sont premiers entre eux, f(2) | f'(z) et g(z) | ¢'(z), donc

{ f'(z) = A=) f(2)
9'(2) = M2)g(2)

ce qui prouve le théoreme. O
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Proposition 1.17 Soient un entier positif 6 et a € ]]j;h de poids w < Lé;QlJ Les polynomes lo-
calisateur et évaluateur de a, o(2) et wy(2) sont solutions de (1.9) pour S(z) = Sy(z) mod 2°~!

et v =251, et sont premiers entre eu.

preuve : On adego = w < |[&] et degw;, < w < 6 <1 <[5, Le théoreme 1.8 nous
assure que (0(2),wy(2)) est solution de (1.9). De plus o(z) est scindé dans [fn et aucune de
ses racines n’est racine de wy(z), donc pged(o(z), wy(2)) = 1. O

4.2 L’algorithme d’Euclide étendu

Théoréme 1.10 (Algorithme d’Euclide) Soientr 1(2) et ro(2) tels que degry < degr ;.
On construit deuzx suites (1;(2))i>1 et (¢i(2))i>1 telles que :

r_1(z) = q(2)ro(z) + r(2), degr; < degrg
ro(z) = @q(2)r1(2) + ra(2), degry < degr

r(z) = q(2)ra(z) + r3(2), degrs < degry
raz) = gy a(z) Frye), degry < degry
rji-1(z) = gi1(2)r;(2).

Alors ri(z), le dernier reste non nul de ces divisions est le pged de r_1(2) et ro(z).

La preuve de ce théoreme est omise.

Soient les deux suites de polynomes (U;(z)); et (V;(2)); définies par :

Proposition 1.18 Pour tout i > 0 on a :

ri(z) = Ui(z)ro(2) + Vi(z)r-1(2)
degU; = degr_, &degr;_y
Ui(2)Vi-1(2) ©Ui-1(2)Vi(2) = (1)’
(donc U;(2) et Vi(2) sont premiers entre euz)

(1.10)

preuve : (1.10) est vrai pour i = 0, supposons la propriété vérifiée pour tous les entiers
inférieurs ou égaux a i.
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1. D’apres le théoreme 1.10 on a

ric1(2) = qip1(2)7i(2) + 1 (2),

en appliquant (I1.10) & i et 7 <1, il vient

Ui—1(2)ro(2) + Viea (2)7-1(2) = qin1 (2)(Ui(2)r0(2) + Vi(2)r1(2)) + risa(2),
en regroupant et a l’aide de la définition de U;(z) et Vj(2)
ris1(2) = (Uic1(2) ©01(2)Ui(2))ro(2) + (Vie1(2) ©qi1(2)Vi(2))r-1(2),

Tiv1(2) = Uip1(2)10(2) + Viga(2)r-1(2).

2. On a
Uit1(2) = Ui-1(2) ©¢i11(2)Ui(2),
et degU;,_; < degU;, d’ou

deg Uiy1 = deg ¢i+1 + deg U.
Or deg ¢;+1 = degr; 1 <degr;, ce qui prouve en utilisant 'hypothese de récurrence

degU;;1 = degr_, &degr;.

3. En utilisant la définition de U;(z) et V;(z) et 'hypothese de récurrence, on a

Uit1(2)Vi(2) 2Ui(2)Viga(2) = (Uia(2) ©¢i11(2)Ui(2))Vi(2)
SUi(2) (Vi1 (2) €01 (2)Vi(2))
= SHUi(2)Via(2) ©Uia(2)Vi(2))

( <:>1)i+1.
Ceci acheve la démonstration par récurrence de la proposition. O

4.3 L’algorithme de décodage

Dans toute cette section, on considere le code BCH C' = B,(n, 6,b) C ]1‘3” de matrice de parité

H, et on pose t = |51 ].

4.3.1 Quel probleme doit on résoudre?

Supposons a € (' le mot émis et m=a+e € ]E” le mot recu. Connaissant m on veut
déterminer e = (eg,...,€, 1), en supposant que le poids de e est suffisamment petit.

Le décodeur a acces & Hm' = He', ce qui revient & connaitre les valeurs en o, o, ...,
a’%=2 du polynome d’erreur e(z) =eptez+.. .4e, 12" 1. Sil’on se réfere A la section 4.1,

il suffit de calculer les valeurs des polynomes localisateur et évaluateur, o(2) et wy(2), de e.
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4.3.2 Description de l’algorithme

Théoréeme 1.11 Soit e = (ep,...,e, 1) € ]1*;” de poids w < t, on considere les polynomes
localisateur et évaluateur de e, o(2) et wy(2), ainsi que la série formelle

f:e z-l—b
1=0
oue(z) =ey+erz+...+e, 12"
On applique lalgomthme d’Euclide auz polynomes ro(z) = Sy(2) mod 2°! et r 1(2) =
2971 et on considere les trois suites de polynomes (r;(2))i, (Ui(2)); et (Vi(2)); définies
dans 4.2.

1. Il existe un rang k tel que degr, 1 > 0 &1 <t, et degr, < 6 &1 <,

2. les polynomes localisateur et évaluateur de e sont donnés par :

_ Uk(2) _ m(2)
o(z) = 0,(0) et wy(z) = 0:(0)"

preuve : Pour tout 7 positif, on a que

ri(2) = Us(2)r0(2) + Vi(2)2% 1
degU; = 6 <1 <degr; ¢ (I.11)

pged(Us(2), Vi(z)) =1

que les degrés des r;(z) sont décroissants, et qu'il existe un rang a partir duquel la suite des
ri(z) est nulle. De plus degr_; = § &1 > § &1 <t, donc il existe un rang k pour lequel
degry 1 > 6 &1 ot et degr, < 6 &1 <t. On aura alors :

7e(2) = Up(2)Sy(2) mod 2!
degUp =degr | <degr, | <t
degry < 6 &1 &,

d’apres le théoreme 1.9 et la proposition 1.17, on peut affirmer que :

{ Ui(2) = A(2)o(2)
re(2) = M2)wp(2).

D’apres le théoreme 1.8 on a
wp(2) = 0(2)5(2),
et puisque Sy(2) = ro(2) mod 2971, il existe un polynome ju(z) tel que
wy(2) = o (2)ro(2) + p(2)2° 1.

D’apres (I1.11)
ri(2) = Up(2)10(2) + Vi(2) 25!
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donc
)‘(z)wb(z) = A(Z)U(z)ro(z) + Vk(z)zéfl
et
M@)u(z)" "t = Vi) .

On a donc un polynéme A(z) qui vérifie :

{ A(2) | Uk(2)
A(2) | Vi(2)

et comme Uy (z) et Vi(z) sont premiers entre eux, A(z) est une constante non nulle qui est
égale a A(0) = Ux(0) puisque o(0) = 1. O

Donc si m = a + e est connu, avec a € C' et e de poids au plus ¢, alors il est possible de
déterminer e, en effet :

e Soient m(z) le polynome associé a m et e(z) le polynoéme associé a e. On a

m(a®) = e(a?),...,m(a"T07?) = e(a?°7?).

Donc si m(z) est connu, Sy(z) mod 28~ = Y072 e(a’?)2* est connu.
e On applique alors ’algorithme d’Euclide étendu comme décrit dans le théoreme 1.11,
ce qui nous permet de construire les polynomes localisateur et évaluateur de e.

e d’apres la définition 1.28 du polynome évaluateur, cela nous suffit a déterminer e et
donc a.

Proposition 1.19 L’algorithme d’Fuclide étendu pour la correction d’erreur dans un code
BCH de distance construite 6 est un algorithme borné strictement par 6 et respectant la
distance de Hamminyg.

preuve : L’algorithme d’Euclide est borné par ¢ d’apres le théoreme I.11, cette borne est
stricte car dans tous les cas, le degré de o étant au plus égal a ¢, on corrigera au plus ¢
erreurs.

L’algorithme d’Fuclide respecte la distance de Hamming car si y est décodé en x € C|
alors dy(x,y) < t, et pour tout x' € C' différent de x, on a

dy(xX',y) > du(x,X") ©dy(x,y) > d <t > t.

O

Remarque 1.10 Il existe un autre algorithme de décodage des codes BCH, I'algorithme de
Berlekamp-Massey. J-L. Dornstetter a montré dans [30] que cet algorithme était équivalent
a l'algorithme d’Euclide étendu, et P. Camion a proposé dans [19] une version itérative de
I’algorithme d’Euclide qui reproduit pas a pas 'algorithme de Berlekamp-Massey.
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4.4 Décodage d’erreur et d’effacement par I’algorithme d’Euclide
étendu

Nous nous posons le probleme du décodage d’un mot d'un code BCH de distance construite

0 contenant v erreurs et p effacements.

Commencons par remplacer les effacements par ’elément zéro. Le probleme que 1’on a a
résoudre est alors le suivant : décoder une erreur e de poids v + p, sachant que I’on connait
p des v + p positions d’erreurs.

Dans toute cette section, on considerera le vecteur e = (e, ..., e, 1) € ]E” vérifiant pour

deux entiers positifs ou nuls v et p :

e v positions de e appellées positions d’erreur, sont non nulles, leurs localisateurs sont :
Xi=a", Xo=0a",...,X, =a",
et les valeurs respectives de e en ces positions sont, :

}/1:62'1,}/2261'2,...,}/,,261'

v

e 1 & &p positions de e sont nulles

e les p positions restantes ont une valeur quelconque, et son appelées positions d’efface-
ment, leurs localisateurs sont :

. ' N
X =a"Xy=a"... X, =ab,
et les valeurs respectives de e en ces positions sont :

1 r 1
Yy —ei'layz —ei’za---,Yp = e
Définition 1.29 Le polynome localisateur des erreurs de e est le polynome :

v

o(z) = [[(1 ©X;2).

i=1
Le polynome localisateur des effacements de e est le polynome :

p

o'(z) = [[(1 &X/2).

i=1
Le polynome localisateur de e est le polynome :

v o

S(2) = [[QeXiz) [[(1 ©X[2) =o(2)0(2).

i=1 1=1
Le polynome évaluateur de e est le polynome :

v

Q(z) = XV:Xiin H(l <X;2) ﬁ(l <:)>X],Z) + zp:Xl{in' H(l &X;2) H(l <:>Xj'z)

i=1 j#i j=1 i=1 j=1 i
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Ces définitions des polynomes localisateur et évaluateur coincident avec celles données
dans la section 4.1, a la difference pres que certains des localisateurs peuvent correspondre
a des positions nulles.Notons que le polynéme o¢'(z) est connu.

D’apres la remarque 1.9, le théoreme 1.8 reste valable et on a

W (2) = X(2)Su(2) = 0(2)0"(2)Sp(2) (I.12)

ou

Sp(z) = ie(abH)Zi

=0

et e(z) est le polynome

e(z) =ep+erz+... +e, 12"

Nous avons 'analogue de la proposition 1.17 :

Proposition 1.20 Supposons que
2W+p <o

alors, les polynomes o(z) et Qy(2) sont solution de (1.9) pour
S(z) = 0'(2)Sy(2) mod 227,
de plus o(z) et Qy(2) sont premiers entre eut.
preuve : D’apres (I.12), on a
(2) = 0(2)S(2) mod 2071
D’autre part dego = v par définition, et deg€), < v + p, donc deg ), +v < 2v +p < 6 &1.

Comme (%) est scindé dans [, et qu’aucune de ses racines n’est racine de ;(2), donc

o(z) et Qy(2) sont premiers entre eux. 0
Théoréme 1.12 On applique l'algorithme d’Euclide auz polynémes r_(z) = 2571 et ro(2) =
Sy(2)0’(2) mod 2°~L, et on consideére les trois suites de polynomes (r;(2))s, (Ui(2))i et (Vi(2));
définies dans 4.2. Si 2v+ p < 6 alors :

1. Il existe un rang k tel que degr, 1 > 6 1 v, et degr, < 6 &1 v

2. les polynomes localisateur d’erreur et évaluateur de e sont donnés par :

Us(2) ri(2)
o(z) = et Q(z) = )
preuve : cf. preuve du théoreme I.11. O

Ce théoreme montre donc que 1’on peut utiliser ’algorithme d’Euclide pour corriger v
erreurs et p effacements a condition que

2W+p <o

ol 6 est la distance construite du code BCH considéré.
Bien entendu on retrouve le résultat de la section 4.3 pour p = 0.
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Proposition 1.21 L’algorithme d’Fuclide étendu pour corriger simultanement des erreurs
et des effacements dans un code BCH de distance construite 6 est borné strictement par ¢ et
respecte la distance de Hamming généralisée.

Remarque I.11 Les resultats de cette section ainsi que ceux de la section précédente
donnent un algorithme de décodage borné par la distance construite. Lorsque la distance mi-
nimale est strictement supérieure a la distance construite, on ne dispose plus de 1’algorithme
d’Euclide si ’on veut un algorithme borné par la distance minimale.

5 OQOutils pour I’évaluation d’algorithmes de décodage

5.1 Polynome des motifs d’erreur corrigibles

Définition 1.30 On appellera énumérateur des poids d’un sous-ensemble E de ]1*;” le poly-
nome de Z{z]
> gvn(m),

mek

Définition 1.31 Un motif d’erreur d’un code C de longueur n linéaire sur If possédant un
algorithme de décodage d’erreur v, est un élément de H‘zh

Un motif d’erreur m de C' sera dit corrigible par v si

VeeC, y(c+m)=c

Lorsque 7y est linéaire, le motif d’erreur m est corrigible ssi y(m) = 0. Dans la suite de
cette section nous ne nous interesserons qu’aux algorithmes linéaires. Dans ce cas, I’ensemble
des motifs d’erreur corrigibles par 7 est v~'(0).

Définition 1.32 Soient C' un code de longueur n linéaire sur If et v un algorithme de
décodage linéaire de C. Le polynome des motifs corrigibles de v est I’énumérateur des poids
Py(x) de l’ensemble des motifs d’erreur corrigibles par vy, c’est-a-dire

Py(x) = Z gon(m) — Zao,ixi
i=0

mey~1(0)
ot
ap; = [{m € ' | wy(m) =i, v(m) = 0}
est le nombre de motifs d’erreur de poids i corrigibles par .

De la méme maniere nous définissons un polynome décrivant les motifs non corrigibles
et un polynome des motifs corrigés de fagon erronée.
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Définition 1.33 Soit C' un code de longueur n linéaire sur B, soit v un algorithme de
décodage de C. Le polynome des motifs non corrigibles de v est un polynome Pi(x) € Zjz]

Piz)= Y avrm =3 g0
i=0

mey~1(o0)

ay; = |{m € ]Eh | wH(m) - ia 7(m) - OO}|
est le nombre de motifs d’erreur de poids v pour lesquels v échoue.
Le polynome des motifs erronés de v est un polynéme Py(z) € Zjx]

Py(z) = > g m) — > ay

mey~ 1 (C\{0}) =0

az; =|{m € [ [wu(m) =i, v(m) € C\ {0}}|

est le nombre de motifs d’erreur de poids v pour lesquels v fournit un mot de C' erroné.
Bien entendu, on a
n
Py(z) + Pi(z) + Py(z) =) ( > g1zt = (14 (¢gel)z)",
=0

c’est-a-dire que ces trois polynomes prennent en compte tous les motifs d’erreur possibles.
Les deux propositions suivantes sont évidentes.

Proposition 1.22 Si [’algorithme v est borné strictement par e, on a

e—1

Po(z) = z% (?) (g 1)z

Proposition 1.23 Si ['algorithme v est a vraisemblance mazximale, alors

Pi(z)=0.

5.1.1 Codes possédant un algorithme de décodage borné strictement

Soit un code C(n, k, d) linéaire sur [, muni d'un algorithme de décodage borné strictement
par e, on pose

el
t=1
2
On a dans ce cas d’apres la proposition 1.22

o-E (aere

2

I.
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et on peut calculer également les valeurs de P;(x) et Py(x) si on connait la distribution des
poids du code.

Un motif d’erreur sera corrigé de fagon erronée si et seulement si il se trouve a une
distance inférieure a ¢ d’un mot non nul du code.

Proposition 1.24 Le polynome énumérateur des poids d’une boule de rayon r autour d’un
mot de poids w de ]Eh est égal a

) (Z“) (1+ (g ©2)z)'2" (n ?w> (q 1), (L.13)

0<e+5<r

preuve : Soit m € ]Eh un mot de poids w. Soient supp(m) le support de m, et supp(m) son
complémentaire. On a

. (’f) (1+ (g&2)z)iz" " est I'énumérateur des poids de la restriction & supp(m) des mots
de la forme m + u tels que wy(u) = i et supp(u) C supp(m),

. (";“’) (g 1) est énumérateur des poids de la restriction & supp(m) des mots de la
forme m + u tels que wy(u) = j et supp(u) N supp(m) = 0.
Donc I'ensemble des mots a distance exactement r de m a pour énumérateur des poids
> (w) (1+ (g &2)z)'z"™" (n <:>w> (1) 2.
itj=r \? J
On en déduit (I1.13). O

On note f,+(z) '"énumérateur des poids d'une boule de rayon ¢ centrée en un mot de
poids w, on a

Jual) = 0<§%<t (?) (n ?w> (&) (1+ (¢ &2)z)z™"

Proposition 1.25 Le polynome des motifs erronés de v, est égal a
PQ(-'L.) = Z Aw fw,t(m)a
w=d

ou A, est le nombre de mots de poids w dans C'.

preuve : Les boules de rayons ¢ centrées en tous les éléments du code sont deux a deux
disjointes car ¢ = || < [E1], pour obtenir 'enumérateur des poids des motifs incorrec-
tement corrigés par v, il suffit donc d’additionner les énumérateurs des poids des boules de
rayons ¢ centrées en tous les éléments non nuls du code

P2($) = E : wa(m),t@) = § :Aw fw,t(m)-
meC\{0} w=d
O

On peut a partir de cette proposition en déduire le polynome des motifs non corrigibles

Pa)= 3 (“) (4 1) o Py(o).

i=t+1 \
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5.1.2 Codes MDS

Pour les codes MDS on connait la distribution des poids, donc si un tel code possede un
algorithme de décodage borné strictement par sa distance minimale, on connait tous ses
polynomes de description de motifs d’erreur.

Pour un tel code C(n, k,d), on a

Ay = (Z) (g 1) %?(@1)2' (w f:”> ot

i 7

Exemple : Prenons Le code de Reed-Solomon RS(15,7,9) sur [fs muni de I’algorithme
d’Euclide étendu qui est bien borné strictement par la distance minimale, le calcul nous
donne

Po(z) = 1+ 2257 + 23625 2% + 1535625 2° + 69103125 *

Pi(z) = 2270943675 2" + 56407826475 25 + 1082821986675 " + 16217629824825 *
+189224739979275 2° + 1703273910373035 '° + 11612517003134775 2'*
+58063467021999075 22 + 200988339181361550 '3
+430689502969894350 2'* 4 430689473127942210 2°

Py(z) = 9459450 2° 4+ 602251650 2° 4+ 16658091450 2" 4 274571347050 2°
+3184273692600 2 + 28407212673840 x'° + 194399744912100 z'!
+971116718235300 ' + 3362142996372825
+7204387410965025 '+ + 7204417252917165 2"

Ce calcul a été effectué en Maple sur une station de travail SUN Sparcstation2 et a
demandé environ 1 seconde de temps de calcul.

5.2 Polynome des motifs d’erreur et d’effacement corrigibles

Nous pouvons définir pour un code possédant un algorithme de décodage d’erreur et d’effa-
cement, les mémes polynomes que précédemment, en utilisant la distance de Hamming gé-
néralisée.

Dans cette section, on appellera poids d’'un mot m € (If U {oo})™ son poids de Hamming
généralisé, on appelera support de m, et on notera supp(m), I’ensemble des positions non
nulles de m.

Ici, nous étendons la définition de I’énumérateur des poids au poids de Hamming généra-
lisé.
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Définition 1.34 Soit Qp le poids de Hamming généralisé. On appellera énumérateur des
poids d’'un sous-ensemble E de (If U {oo})", le polynome de Zx3]

Z gt (m),

mek

Définition 1.35 Un motif d’erreur et d’effacement d’un code C de longueur n linéaire sur
¥ possédant un algorithme de décodage d’erreur et d’effacement v, est un élément de (If U

{oo})™.

Un motif d’erreur et d’effacement m de C' sera dit corrigible par v si

Vee O, v(e+m) =c.

Lorsque + est linéaire, le motif d’erreur et d’effacement e est corrigible ssi y(e) = 0. Dans
la suite de cette section on ne s’interessera qu’aux algorithmes linéaires.

Définition 1.36 Soient C' un code de longueur n linéaire sur If et v un algorithme de
décodage d’erreur et d’effacement linéaire de C.

Le polynome des motifs corrigibles de v est [’énumérateur des poids Py(z) de ’ensemble
des motifs d’erreur et d’effacement corrigibles par vy, ¢’est-a-dire

Py(z) = Z 7 (m) — Z ag v’

mey—1(0) 0<i<n, i€37Z

ap; = [{m € (If U {oo})" | Qu(m) =i, v(m) = 0}
est le nombre de motifs d’erreur et d’effacement de poids i corrigibles par .

De la méme maniere, on peut définir un polynome décrivant les motifs non corrigibles et
un polynome des motifs corrigés de facon erronée.

Définition 1.37 Soit C' un code de longueur n linéaire sur I, soit v un algorithme de
décodage d’erreur et d’effacement de C.
. . . A 1
Le polynome des motifs non corrigibles de v est un polynome Pi(x) € Z{x?]

Pi(z)= Y MM =5 g

mey(oo) 0<i<n, i€iZ

ar; = |{m € ]En | Qu(m) =i, v(m) = oo}
est le nombre de motifs d’erreur et d’effacement de poids i pour lesquels v échoue.

Le polyndome des motifs erroné de vy est un polynome Py(x) € Z[x%]

Pz)= Y 2= 3 gy

mey(C\{0}) 0<i<n, i€3Z

az; = [{m € B | Qu(m) =i, v(m) € C'\ {0}}|
est le nombre de motifs d’erreur et d’effacement de poids © pour lesquels v fourni un mot de
C erroné.
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Bien entendu, on a
Po(z) + Py (z) + Py(z) = (1 + (¢ ©1)z + 22)",

c’est-a-dire que ces trois polynomes prennent en compte tous les motifs d’erreur et d’efface-
ment possibles.

Proposition 1.26 Si [’algorithme v est borné strictement par e, on a

Px)= Y R+ (gel)a+ai),

0<i<g, ielz

ou [2|P désigne le coefficient de x* dans ’expression P.

5.2.1 Codes possédant un algorithme de décodage borné strictement

Soit un code C(n, k, d) linéaire sur [f, muni d’un algorithme de décodage d’erreur et d’effa-
cement borné strictement par e, on pose

e <1 1
A
2 2

t =

Comme dans le cas des algorithmes de décodage d’erreur, Py(z) est connu dans ce cas,
et on peut obtenir a partir de la distribution des poids de C' la valeur de P;(z) et Py(x).

Un motif d’erreur et d’effacement sera corrigé de facon erronée si et seulement si il se
trouve a une distance de Hamming généralisée inférieure a ¢ d’un mot non nul du code.

Proposition 1.27 Le polynome énumérateur des poids d’une boule de rayon r autour d’un
mot de poids de Hamming w de ]Eh est €gal a

> b ((Z (V)a+atst + o) (Z ("5 )+ @wxy)j)) .

0<k<r i=0 =0 J
(I.14)

preuve : Soit m € ]1‘37 un mot de poids w. Soient supp(m) le support de m, et supp(m) son
complémentaire. On a

. (’:’) (y + 2297 + (g ©2)zy)iz" " est :

— pour y = 1, le polynéme énumérateur des poids de la restriction a supp(m) des
mots u + m tels que |supp(m)| =1 et supp(u) C supp(m),

— et pour z = 1, le polynéme énumérateur des poids de la restriction a supp(m) des
mots u tels que [supp(m)| =i et supp(u) C supp(m),

. (";“’) (z2y? + (¢ ©1)zy)’ est

— pour y = 1 'énumérateur des poids de la restriction a supp(m) des mots u + m
tels que |supp(u)| = j et supp(u) N supp(m) = 0,
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— pour x = 1 énumérateur des poids de la restriction a supp(m) des mots u tels
que [supp(u)| = j et supp(u) N supp(m) = 0.

Donc I’ensemble des mots a distance de Hamming généralisée exactement r de ¢ a pour
énumérateur

[y (Z (w) (v+ 2%y + (g @2>xy>ixwi) (Z (“ éw) (a7y? + (g @wxy)j) .

i—0 =0 J
On en déduit (I.14). O

On note gy, ¢(z) énumérateur des poids d’une boule de rayon ¢ centrée en un mot de
poids w, on a

Gut() =[] <2n: (1:)) (y+22y° + (g <:>2):Ey)ix“’_i> (zn: (” j’w

=0 =0

>(fv%y% +(q @1);@)3') :
Proposition 1.28 Le polynome des motifs erronés de v, est égal a

Py(x) = idAw Guw (),

ou A, est le nombre de mots de poids w dans C'.

preuve : Les boules de rayons ¢ centrées en tous les éléments du code sont deux a deux
disjointes car ¢ = [%1] < [41]. Pour obtenir I'enumérateur des poids des motifs incorrec-
tement corrigés par v, il suffit donc d’additionner les énumérateurs des poids des boules de
rayons t centrées en tous les éléments non nuls du code

P2(x) — Z gQH(c),t(x) - Z Aw gw,t(x)-
ceC\{0} w=d

O

On peut a partir de cette proposition en déduire le polynéme des motifs non corrigibles
a 'aide de )
Py(xz) 4+ Pi(z) + Py(z) = (1 + (g &)z +22)".

5.3 Capacité de correction d’un algorithme de décodage

Soit C'(n, k, d) un code linéaire sur [f muni d’un algorithme de décodage linéaire. Soit Py(x)
le polynoéme des motifs corrigibles de cet algorithme.

Dans un canal g-aire symétrique de probabilité d’erreur totale p (la probabilité de tran-
sition d’un état a un autre vaut q’%l), la probabilité de décodage correct est égale a

Purp) = (1 50 ) =3 ans ) (o
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Définition 1.38 Soit C(n,k,d) un code linéaire sur lf, muni d’un algorithme de décodage
linéaire v dont le polyndme des motifs corrigibles est Py(x).
On pose
¢ n .
S
i=0
La capacité de correction du code C' pour l’algorithme ~ et pour une probabilité d’erreur
p, est le plus grand entier d* = 2t* 4+ 1 tel que

p

N p )
(¢ =1)(1 <p)

(1 <p)" Py ( m

) < (1<p)" Py

La capacité de correction de C' est donc la distance minimale d* d'un code de méme
longueur n sur [, possédant un algorithme de décodage borné strictement par d*, et ayant
des performances de décodage voisines de celles de C' pour une probabilité d’erreur par
symbole donnée.

Il s’agit en quelque sorte d'une “distance minimale pratique”.
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Chapitre 11

Distance minimale des codes BCH
binaires

Dans ce chapitre nous dévellopons une partie d’'un travail mené en commun avec Daniel
Augot et Pascale Charpin (cf. [4], [5] et [6])

La premiere section nous permet de définir les identités de Newton pour un code cyclique
donné C', c’est-a-dire une suite d’identités vérifiées par les fonctions symétriques élémentaires
et les fonctions puissances symétriques des localisateurs d’un mot de C.

Dans la seconde section nous définissons les équations des Newton, dont 1’écriture est
identique a celle des identités de Newton, mais que nous considérons comme un systeme
d’équations a résoudre. Nous établissons alors une équivalence entre la consistance de ce
systeme et 'existence de mots de poids donné dans un code cyclique.

Enfin dans la section 3 nous donnons les principaux résultats obtenus a l'aide des théore-
mes de la section 2. En particulier nous avons pu donner des distances minimales inconnues
de codes BCH primitifs au sens strict de longueur 255 et 511.

45
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Dans tout ce chapitre nous utiliserons les notations suivantes :

e B(n, ) est le code BCH binaire primitif au sens strict de distance construite 6 et de
longueur n = 2™ &1.

o [ est le corps fini de cardinal 2 et o est une racine n-ieéme primitive de 1'unité dans

B

e A tout vecteur a = (ag, ai, ..., a, 1) € [f% on identifie le polynome a(z) = ag + a2 +
vt ay, 12" e Bz

1 Les identités de Newton

1.1 Définitions

Définition I1.1 Soit un entier s quelconque, on appelle classe cyclotomique de s modulo
n, et on note cl(s), l'ensemble

cl(s) ={s,25,2%s...,2™ s mod n}.

Notons que Vs € Z, Vi € cl(s), on a cl(i) = cl(s).
Définition I1.2 Le polynome de Mattson-Solomon associé ¢ a € ., est le polynéme
A(2) € Bn 2]
Alz) = A" (I1.1)
i=1
ou

n—1
A =a(a') =" a0
=0

Notons que 'on peut étendre la définition des coefficients A; du polynome de Mattson-
Solomon pour tout ¢ dans Z.

Théoréme I1.1 Soit A(z) le polynéme de Mattson-Solomon associé a a € ., on a la
formule d’inversion

preuve : On a

n n—1

n n n—1 n
A(at) = > Ajai("_j) =Y Ajam = SO aa?)a™ = S ad o(1=07)y,
j=1 j=1 Jj=1

7=1 1=0 =0
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orVp e En,
Be) ) =" ep=0.

j=1

Donc n
l#i=ad " el£0=Y o=V =),
j=1

et enfin .

A(a") = na; = a;
car n =2 <1 =1 mod 2. O

Proposition II.1 Soit a € [ un vecteur binaire. Soit A; le i-iéme coefficient du polynéme
de Mattson-Solomon associé & a. Pour tout i € 7, on a

2. A2i mod n — AZQ

preuve :
1. Aip = a(a™) = a(a?) = A,

2. Agi modn = Ao = a(o/Q) = a(a?)?, car Bn est de caractéristique 2, les coefficients de a

sont dans [§.
O
C’est-a-dire qu’il y a exactement un A; significatif par classe cyclotomique,
Vj € cli), 7 =2% mod n, donc A; = Afl,
en particulier, on a
A, =0&Vjecl(), A;=0. (I1.2)

On également le corollaire suivant

Corollaire I1.1 Soit a € [ un vecteur binaire. Soit A; le i-iéme coefficient du polynéme
de Mattson-Solomon associé a a. Pour tout i € 7, ’ensemble

{A;, jecl(i)}
est exactement l’ensemble des conjugés de A; dans [m .

Définition I1.3 Soient Xy, Xo,..., X, w élément distincts de Bm, pour tout k € 7, la
k-ieme fonction puissance symétrique des (X;)1<i<w, notée Ay est définie par

A=Y X[
=1
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Notons tout de suite que cette définition n’entraine aucun conflit de notation avec les coef-
ficients du polynome de Mattson-Solomon, comme le montre la proposition suivante.

Proposition I1.2 Si a € " est un mot de localisateurs X, Xy, ..., X,, alors pour tout
k € 7, le k-ieme coefficient du polynome de Mattson-Solomon de a est égal ¢ la k-iéme
fonction puissance symétrique des (X;)1<i<w-

preuve : Soient
X =", Xo=0a",..., X, =a",

les localisateurs de a. Puisque a € [§*, a; = 1 pour i = iy, ...,4,, et vaut 0 sinon.
Le k-ieme coefficient du polynome de Mattson-Solomon est égal a

|
—

n w

a(0*) = 3" ay(ab)i = ilm'c)if - éwf»k =3 Xk,

i 1

Il
o

qui est bien la k-ieme fonction puissance symétrique des X;. O

Définition I1.4 Soient X;, Xs, ..., X, w élément distincts de m . Pour tout k, 0 < k < w,
la k-iéeme fonction symétrique élémentaire des (X;)1<i<w, notée oy, est définie par

I € P([1,w]) el
1] =k

Proposition I1.3 (identités de Newton) Soient X, Xs, ..., Xy, w élément distincts de
., 0; les fonctions symétriques élémentaires des X;, A; les fonctions puissances symétriques
des X;, on a les relations suivantes

O<r<w, I,: Ar+Yicicp Arioj +10, =0

r>w, I Ar 4 Yicicw Ar—ioi =0 (IL.3)

appelées identités de Newton.

preuve : Soit a le mot de [f* admettant les X;, 1 < i < w comme localisateurs. Alors o(2)
le polynome localisateur de a vérifie

w w
o(z) = [[QAeXiz) => 02
i=1 i=0
ol les o; sont les fonctions symétriques élémentaires des X;

o =<(X1+ ...+ Xu),
09 = X1X2 + X1X3 + ...+ Xw_le,

Ow = (<:>]_)le Xy
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Un tel mot a est unique car ses coordonnées sont dans [§. D’apres le théoreme 1.8 page 28,
pour b=1, on a
w(z) = 8S(2)0(z) (I1.4)
ol " N
wz) =Y X;[[(1ezX;), Sz)=> Az
=1 j#i i=1

Remarquons que w(z) est 'opposé de la dérivée de o(z), donc

w(z) + Xw:iaizi_l =0. (IL.5)
i=1
Le produit S(z)o(z) vaut
S(z)o(z) = i Azt zw: 02 = i(ril A, o)
i—1 i=0 r=1 i=0

donc en utilisant (I1.4) et (IL.5) on a

i ro.2"t + i(ril A, )2 =0. (IL.6)

r=1 r=1 i=0

La série donnée par le terme de gauche de ’égalité (I1.6) étant identiquement nulle, on en

déduit pour r < w
r—1

Z A,_jo;+ro, =0

1=0

donc, puisque oy = 1,
r—1

A, + Z A,_io;+10, =0
i=1
et pour r > w

r—1
Z Ar,iaz- =0
1=0

donc, puisque 0g = 1, et 0; = 0 pour 7 > w

A,« + ZAr—iai =0.

=1

1.2 Les identités de Newton pour un code BCH

Proposition I1.4 Soit a € .., de poids w, et de localisateurs Xy, Xs, ..., X,. Pour tout
k € Z, on note Ay, la k-iéme fonction puissance symétrique des X;.
Soit C' un code cyclique binaire de longueur n, d’ensemble de définition I1(C). Alors on a

acCe&VkellC), A4 =0 (IL.7)
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preuve : D’apres la proposition II.2, pour tout k, Ay est le k-ieme coefficient du polynoéme
de Mattson-Solomon associé a a, donc Ay = a(a*), or on a

acCeVkel(0), al@) =0
par définition de I(C'), d’ou le résultat. O

Remarquons que les équations (I1.2) et (I1.7) prouvent que I’ensemble de définition d’un code
binaire de longueur n est une réunion de classes cyclotomiques modulo n. En particulier, cela
nous permet de décrire B(n,¢) comme le code cyclique dont ’ensemble de définition est la
réunion des classes cyclotomiques

I(B(n,6)) = cl(1) Ucl(2) U ... Ucl(§ &1).

Théoréeme I1.2 Soit B(n,d) le code BCH primitif au sens strict de longueur n et de dis-
tance construite 6, soit a € ' de poids w > ¢ et soit o(z) = 1+ X%, 0;2" son polynome
localisateur. On a

a € B(n,6) & Vi impair, 0 < i <6, o, =0.

preuve : A; et o0y, les fonctions puissances élémentaires et les fonctions symétriques élé-
mentaires des localisateurs de a, vérifient les équations de Newton.
Si a € B(n,0), pour tout i < 8, on a

Iz' : iO’i :0,

donc en caractéristique 2 on a o; = 0 lorsque 7 est impair.

Réciproquement on suppose o; = 0, pour ¢ < 6 impair, montrons par récurrence que
A; =0, pour tout 7 < 6. On a
[1 : Al + o0 = 0,
donc puisque o4 =0, A, = 0.
Supposons que Vj < i < 6, A; = 0, puisque 6 < w, la i-ieme equation de Newton s’écrit
i1

Ii . Ai—f-ZJin_j—f—’iJi:O,

i=1
donc en utilisant 'hypothese de récurrence

Si 7 est pair, alors ¢ = 0 en caractéristique 2, sinon o; = 0, dans tous les cas A; = 0, donc
a € B(n,). 0

Proposition I1.5 Sia € B(n,0) est de poids 6, alors As # 0, et de plus si pged(6,n) =1, il
existe une permutation cyclique de a dont la 6-iéme fonction puissance symétrique est égale
al.
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preuve : Si a € B(n,0) est de poids ¢, on a As # 0, sinon a appartiendrait au code
dont ’ensemble de définition est I(B(n,6)) U cl(6), code qui a une borne BCH strictement
supérieure a 6, ce qui contredit wy(a) = 6.

Soient X1, ..., X; les localisateurs de a,

6
— 6 _ 7
=1

permuter circulairement a revient exactement a multiplier les localisateurs par une puissance
de a.
Si pged(6,n) = 1, alors d’apres Bezout,

3l e Z, 16§ =<5 mod n,

donc le mot a de localisateurs o/ X7, . .., a' X, a pour é-iéme fonction puissance élémentaire
~ w . w
As = Z(alXi)‘s =a’ X:XZ‘5 =1
i=1 i=1
et puisque B(n,d) est cyclique, a € B(n,0). O

2 Les équations de Newton

Définition I1.5 Soit un entier w. Pour tout v, on considere les équations eq, d’indetermi-
nées (A;)io, et (0;)1<icw sur Bm, définies par

O0<r<w, eq : Ar+Xicicr Armioi + 10, =0

r>w, e A+ Yicicw Arioi =0 (I1.8)

Lorsque les A; et les o; sont respectivement les fonctions puissances élémentaires et les
fonctions symétriques élémentaires de w éléments X7,..., X, de Bn, alors egq, est la r-ieme
identités de Newton notée I, dans la section précédente.

Lemme IL.1 Soit (0;)o<i<w une suite d’éléments de . . Pour tout rang r > w, il existe une
unique famille (A;)o<i<r vérifiant les équations de Newton (eq;)o<i<r-

preuve : Les w premieres équation de Newton s’écrivent

1 0 ... ... 0 A o1
01 1 . AQ 20’2
o o 1 . As | =| 303 (11.9)
0 :
Ow—1 Ow—2 Oup_3 1 Au o
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il s’agit d'un systeme de Cramer donnant (A;)o<i<y en fonction de (0;)o<i<w. Et pour tout
1, w<1<rona

eq; A+ Z Ai,jO'jZO

1<j<w
qui nous donne une définition par récurrence des A; restants.

Donc lorsque les (0;)p<i<w sont fixé, il existe une unique famille (A;)o<i<, vérifiant les
équations de Newton (eq;)o<i<r- a

Proposition I1.6 Soit un entier r > w, soient (0;)o<i<w €t (A;i)o<icr vETifiant les équations
de Newton (eq;)o<i<r. Soit le polynome o(2) = 1+ 3 cic 0:2". Si 0(2) est scindé dans B,
et s’écrit o

w

H (1eX;2), aveeVj, 1 <j<w, X; € Bn,

alors les éléments A; solutions des équations (eq;)o<i<r sont les fonctions puissances symé-
triques des X;, c’est-a-dire
w
Vi, 1<i<r, A=) Xj.

j=1

preuve : Il est clair que les fonctions symétriques élémentaires et les fonctions puissances
symétriques des X; sont solution des équations de Newton. L’unicité de la solution des
équations (eq)o<i<r, lorsque les o; sont donnés (lemme I1.1) nous assure donc le résultat. O

2.1 Les équations de Newton pour un code cyclique

Lemme I1.2 Soit le systéme d’indéterminées (0;)o<icw €t (Ai)ocicniw Sur Bm,

O0<r<w, eq : A+ Xicicr Arioi + 10, =0

w<r<n+tw, eq A+ Xicicw Arioi =0
(5u(€) Y vie 1), A =0

o(z) | 2" <1

(I1.10)

ot 0(2) =14 Yicicy 0i2"

1. Si(0:i)o<i<w €t (Ai)o<icntw sont une solution de (S, (C)) alors les o; sont les fonctions
symétriques élémentaires et les A; les fonctions puissances symétriques d’un mot a € C
de poids w.

2. Si a est un mot de C' de poids w, alors les fonctions symétriques élémentaires et les
fonctions puissances symétriques des localisateurs de a sont solution de (S, (C')).

preuve :

1. Soit (07)o<i<w €t (Ai)o<icniw une solution de (S, (C)).
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e On a n = 2™ <1, donc puisque o(z) divise 2" <1, et 0(0) = 1, o(z) peut étre
considéré comme le polynome localisateur d’un certain mot a € [f* de poids w.

e D’apres la proposition I1.6, les A; sont alors les fonctions puissances symétriques
des localisateurs de a.

e Enfin puisque pour tout i dans I(C'), A; = 0, on a bien a € C' d’apres la proposi-
tion I1.4.

2. Supposons qu’il existe un mot a de poids w dans C', soient X1, ..., X, les localisateurs
de a.

e Les fonctions puissances symétriques A;, et les fonctions symétriques élémentaires
o; des X; sont solution des équations de Newton (¢, )o<r<n+w d’apres la proposi-
tion II.3.

e ac (,donc A; =0, pour i € I(C).

e Enfin o(z), en tant que polynome localisateur de a, divise 2" <1, car n = 2™ < 1.
Les o; et les A; sont donc solution du systeme (S, (C)).

O

Théoréeme I1.3 Soient C' un code cyclique binaire de longueur n, I(C) son ensemble de
définition, soit w un entier positif et (S, (C)) le systéme défini par (11.10).

Le code C' admet des mots de poids w si et seulement si le systeme (S, (C)) admet des
solutions.

preuve : D’apreés le lemme I1.2, toute solution de (S,(C')) nous donne un mot de C' de
poids w, et réciproquement tout mot de C' de poids w donne une solution de (S, (C)). O

L’existence de mots de poids donné dans un code cyclique est donc liée a la consistance
d’un systeme d’équations polynomiales sur [§». Le corollaire suivant nous sera utile pour
démontrer I’absence de mots d’un poids donné dans un code.

Corollaire I1.2 S’il n’existe pas de solution au systeme

eq, 0 <r<n+w
AiZO, ZEI(C),

alors il n’existe pas de mots de poids w dans C.
Proposition II.7 Toute solution (0;)o<i<w €t (Ai)ocicniw de (Sw(C)) vérifie les propriétés
o Vi, 0<i<w, An+i:Ai7

o An:w;

o Vi, 0<i<n, Ay moa n = A7
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preuve : D’apres la proposition I1.6, toute solution de (S,(C)) est telle les A; soient les
fonctions puissances symétriques de w éléments distincts de [, les propriétés énoncées s’en
déduisent immédiatement. O

Corollaire I1.3 Soit J un ensemble de représentants des classes cyclotomiques modulo n
sur [, soit i un entier et soit j € J un représentant de la classe de i. Il existe s € Z tel que
1 =2%j et donc

A, = A?-s.

Donc le systeme (S, (C)) est équivalent a un systeme dont les seules indéterminées sont
(0i)1<i<w €t (A;)ieqr, ot J' est un ensemble de représentants des classes cyclotomiques qui
ne sont pas dans I(C).

2.2 Le cas des codes BCH primitifs au sens strict

On se place dans le cas ou C = B(n, ), le code BCH binaire primitif au sens strict de
longueur n et de distance construite 6, soit I(B(n,§)) son ensemble de définition, on a

I(B(n,6)) =cl(l)Ucl(2)... Ucl(6 1), 6 & I(B(n,?d)).
On notera (Ss) le systeme (Ss(B(n,9))),

0<r<o, eq : A+ Xicicr Arioi + 10, =0
(S) o<r<n+é6 eq, : Ar"—zlgig&Arfiai:O
) VieUlZid(j), Ai=0
o(z) | 2" <1

ol 0(2) =1+ X cic50:2"

Proposition II.8 Toute solution (0;)o<i<s €t (Ai)o<icnts de (Ss), vérifie
o 0; =0 pour i impair, 0 < i < 0.
o A, =1.
o As #£0.

De plus si pged(n, ) = 1, et s’il existe des solutions a (Ss), alors il existe une solution telle
que Ag = 1.

preuve :

e D’apres le lemme II.2, les o; sont les fonctions symétriques élémentaires d'un mot
a € B(n, ). Le théoreme I1.2 nous assure alors que o; = 0 pour ¢ impair, 0 < i < §.

o A, =% XP=6=1,car § est impair.
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e S’il existe une solution a (Ss), d’apres le lemme I1.2, les solutions A; sont les fonctions
puissances symétriques d’'un mot a € B(n, ) de poids 6, d’apres la proposition IL.5,
As #0.

La méme proposition I1.5 nous assure aussi que si pged(n,§) = 1, il existe une permutation
circulaire de a dont la é-ieme fonction puissance symétrique est égale a 1. Donc d’apres le
lemme I1.2, il existe une solution de (Ss) telle que A5 = 1. O

Proposition I1.9 Les équations de Newton pour B(n,d) et pour le poids 6, d’indices impairs
r, 6 +2 <r <261, forment un systeme linéaire triangulaire, inversible lorsque As # 0,
donnant les (0;)o<i<s d’indices pairs en fonction des A;.

preuve : Pour tout j, 1 < j < (6§<1)/2, on a

J
eqsraj ¢ Aot + > 02 As;iis = 0.
i—1

Si on écrit le systeme constitué de ces équations, on obtient

Asio  As . : 04 B Aso
: . 0 : :
A25_3 . A6+2 A,s 06-1 A2671
systeme qui est inversible si A5 # 0. O

Proposition I1.10 Les équations de Newton pour B(n,d) et pour le poids 6, d’indices im-

pairsr, n+2 < r < n+4 061, forment un systéme linéaire triangulaire, inversible lorsque

Ag # 0, donnant les (0;)o<i<s d’indices pairs en fonction des A,.

preuve : Pour tout j, 1 < j < (6 <1)/2
S5t i

€qny2; © Aooay + Z Oa(ivj)A—2i + Asi2j06 =0

=1

Si on écrit le systeme constitué de ces équations, on obtient

Ao A_Q e A_5_|_3 09 A,5+20'§
0 A, . or | | A-ssa0s
: L A, : :

0 ... 0 A T5-1 A-105

systeme qui est inversible si Ag # 0. O
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3 Utilisation des équations de Newton

3.1 Recherche de contradictions
3.1.1 Comment prouver qu’un code dépasse sa distance construite?

L’ensemble des résultats que nous avons exposé jusqua présent a pour but de simplifier la
résolution des équations de Newton. Nous allons nous interesser plus particulierement aux
codes BCH primitifs au sens strict. Lorsque 1’on veut montrer qu’'un tel code dépasse sa
distance construite ¢, il suffit de prouver qu’il n’existe pas de mots de poids ¢ dans le code.

D’apres le théoreme I1.3 il suffit pour cela de démontrer ’absence de solution a un certain
systeme d’équations sur B

0<r<o, eq : A +Xicicr Arsioi + 10, =0
() b<r<n+o, eq : A+ Yicics Ar_ioi =0
b Vie I(B(n,6)), 4, =0
o(z) | 2" <1

d’indéterminées (Ji)0<i§6 et (Ai)0<i<n+6a ou O'(Z) =1+ Zle O'Z'Zi.
Les propositions I1.7 et I1.8, nous assurent que toute solution de (Ss) vérifie également

Vi,n<i<n+0, Aypi=A4A; (I1.11)
Vi, 0<i<n, Ay mod n = A? (11.12)
As #0 (I1.13)
A, =A4,=1 (I1.14)

Soit J I’ensemble des minima des classes cyclotomiques modulo n sur [, d’apres le co-
rollaire I1.3 la condition (I1.12) est équivalente &

1

Vi, 0 <i<n, j=mincl(i), 4; =AY ™" (IL.15)

Notons que deux éléments i et j sont dans la méme classe cyclotomique modulo n sur [ si
et seulement si 757" mod n est une puissance de 2.

Nous décrivons ici la procédure qui nous a permis d’obtenir les preuves des résultats
énoncés plus loin sur les distances minimales des codes B(255,59), B(255,61) et B(511,123).
Nous supposerons que n et ¢ sont premiers entre eux.

On procede comme suit

1. on écrit les equations de Newton pour le poids 0,

2. on prend en compte le code B(n,8) : o; = 0 pour i < 6 impair, et A; = 0 pour
0<i<é,

3. on calcule .J I'’ensemble des minima des classes cyclotomiques modulo n et a I’aide des
conditions (IL.11) et (I.12), on élimine tous les A; sauf pour i € J,
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4. on pose As =1 et Ay =1,

5. on résoud le systeme inversible donné par la proposition I1.9 ou la proposition I1.10,
qui nous donne les o; en fonction des A; ,

6. le systeme résultant a pour seules indéterminées les A; pour ¢ € .J, et est polynomial.
On essaie de prouver qu’il est inconsistant en tentant de le résoudre pas a pas.

En annexe A, cette procédure est utilisée avec succes dans les trois cas cités plus haut.

3.1.2 Résultats nouveaux sur les codes BCH

Nous allons présenter dans ce paragraphe deux exemples de codes dont la distance minimale
était inconnue.

En longueur 255, tous les codes BCH primitifs au sens strict atteignent leur bornes
BCH, sauf les codes de distance construite 59 et 61. Il est conjecturé que ces deux codes
ont une distance minimale qui depasse leur distance construite, mais la preuve d’un tel fait
demandait jusqu’a présent de passer en revue une grande partie du code, et cette recherche
est tres couteuse (cf.[29]).

Proposition I1.11 1. Le code B(255,59) a pour distance minimale 61,

2. le code B(255,61) a pour distance minimale 63.

preuve : J-L. Dornstetter donne dans [29] un mot de poids 61 dans B(255,59) ainsi qu'un
mot de poids 63 dans B(255,61).

Il reste donc a montrer qu’il n’existe pas de mots de poids égal a la distance construite
pour chacun de ces deux codes. Cette preuve est donnée dans I’annexe A. O

Lemme I1.3 Soit n = 2™ < 1. Les éléments de la classe cyclotomique d’un entier i € [1,n|
modulo n sur [§ sont les entiers dont I’écriture en base 2 est une permutation circulaire des
m termes de [’écriture de 1.

preuve : Soit

m—1 )
i=Y a2,
i=0

Pécriture en base 2 de l'entier i. On a

m—1 ) m—1 )
2i =Y a; 2" = a1+ Y a;-12’ mod n,
d’ou le résultat. O

Lemme I1.4 Le code B(511,123) est inclus dans le code de Reed-Muller raccourci R*(4,9).
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preuve : Le code R*(4,9) a pour ensemble de définition
I(R*(4,9)) = {i € [1..511]] wq(7) < 5}.

Nous voulons montrer que

I(R*(4,9)) C I(B(n,?)),

ou, de fagon équivalente, que

Vi€ [1,n], we(i) <5 = min(cl(i)) < 123.

Par convention on représente une classe cyclotomique par son plus petit élément, et on
munit 'ensemble des classes cyclotomiques modulo n de I'ordre induit par I’ordre naturel sur
N La plus grande classe cyclotomique de 2-poids < 4 est la classe représentée par l'entier
dont ’écriture en base 2 est (1,0,1,0,1,0,1,0,0), c’est-a-dire 85.

En effet, d’apres le lemme I1.3 un entier est dans I(B(511,123)), si et seulement si toutes
les permutations circulaires de son écriture en base 2 y sont aussi, or un examen rapide
permet de se convaincre que tout entier de 2-poids 4 ou moins écrit en base 2 peut étre
permuté pour donner un entier inferieur ou égal a 85.

Donc B(511,123) € B(511,87) C R*(4,9). 0
Proposition I1.12 Le code B(511,123) a pour distance minimale 127.

preuve : Puisque B(511,123) C R*(4,9), la méme inclusion reste vraie pour les codes
étendus en ajoutant un bit égal & la somme des autres, et d’apres [67, Cor. 13,p. 447], le
code de Reed-Muller d’ordre 4 et de longueur 512 a des poids multiples de 4. Donc la distance
minimale de B(511, 123) est un multiple de 4 moins 1.

On a B(511,127) C B(511,123) et B(511,127) atteint sa distance construite, donc la
distance minimale de B(511,123) est 123 ou 127. Nous donnons en annexe A la preuve que
cette distance minimale n’est pas 123. O

3.2 Recherche de solutions particulieres : les idempotents
3.2.1 Définition et caractérisation des idempotents

Définition I1.6 Le support d’un mot a € [f* noté supp(z) est I'ensemble des positions de
ses coordonnées non nulles numérotée de 0 a n <1.

Le support d’'un mot d'un code cyclique est égal a I’ensemble des logarithmes en base « de
ses localisateurs.

Définition I1.7 Soient a € [f* et a(z) € E[2] le polynéme associé a a. a est un idempotent
si et seulement si a(2)? = a(z) mod (2" <1).

Lemme I1.5 Soit a un mot de I, les assertions suivantes sont equivalentes
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(i) a est un idempotent
(ii) le support de a est la réunion de classes cyclotomiques modulo n
(iii) le polynome localisateur de a est a coefficients dans I

(iv) les fonctions puissances symétriques des localisateurs de a sont dans [§

preuve : Soient a = (ag,ay,...,a,_1) € . et a(z) son polyndéme associé.
(i)=(ii) On a a(z) = a(z)?, donc pour tout 4
i € supp(a) = 2i € supp(a®) = supp(a),
d’ou i € supp(a) = cl(i) C supp(a).

(ii)=(iii) Les racines du polynome localisateur o(z) de a sont les inverses des localisateurs,
donc les localisateurs sont une réunion de classes de conjugaisons, or pour tout entier ¢

I[[ (1edz) e B,
jecl()
car c’est le polynome minimal de o, donc o(z) € []z].

(iii)=(iv) Si o(2) € EJz], alors pour tout i, o; € [, et d’apres la preuve du lemme II.1
page 51, on a par récurrence A; € ¥, pour tout j

(iv)=-(i) Soit A(z) le polynéme de Mattson-Solomon de a. D’apres [67, Th. 22, page 240],
on a

a(2)? = a(z) & A(z) * A(z) = A(2),

ou * représente le produit composante par composante. Puisque Ajz = A; pour tout j,
on a bien A(z) x A(z) = A(2) et donc, a(z)? = a(2).

O

3.2.2 Recherche d’idempotents de poids minimal

Il s’agit ici de prouver qu'un code BCH binaire primitif au sens strict B(n, ) de longueur
n = 2™ <1 et de distance construite ¢, a pour distance minimale d = ¢. Pour cela il suffit
prouver qu’il existe un mot de poids ¢ ou de poids 6 + 1.

Proposition I1.13 Soit le systeme

O<r<w, eq : A +Xi<icr Arioi + 70, =0
w<r<n, eq : A+ 21;igw A0, =0
(S.) Vie I(B(n,6)), A;=0
o(z) | 2" el
Vi, 0<i<n, A2=A4;

Si (S),) admet une solution pour w =6 ouw = 6+1, alors B(n,d) a pour distance minimale

0.
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preuve : Si (S!,) admet une solution, alors d’apres le lemme II.2 et le lemme I1.5 B(n, §)
admet un mot idempotent de poids w. Puisque w € {6, 6+ 1} et puisque la distance minimale
d de B(n, ) est impaire, on en conclut que d = 6. O

Remarque II.1 Par la proposition ci-dessus, nous limitons la recherche de mots de poids
6 ou 6 + 1 dans B(n, ) aux seuls idempotents, ce qui donne une forme particulierement
simple aux équations de Newton et autorise une résolution relativement rapide. Il est bien sir
possible qu'un code atteigne sa distance minimale sans que ce soit le cas pour un idempotent,
nous ne pourrons alors pas conclure.

Théoréme 11.4 Le code B(511,6) contient des idempotents de poids 6 ou 6+ 1, donc atteint
sa distance construite si

6 € {19,39,45,53,57,79,83,91, 103}.

preuve : Pour chacun des codes de 1’énoncé, nous avons obtenu en résolvant les équations

de Newton, un mot x idempotent de poids 6 ou 6 + 1. D’apres le lemme II.5 le support de

x est réunion de classes cyclotomiques, et puisque x € [f*, ce support le définit entierement.
On a x € B(n,6) pour

6 =19, w(x) =19, supp(x) = cl(0) Ucl(23) Ucl(91)

6 =139, w(x) =139, supp(x)=cl(63)Ucl(87) Ucl(117) U cl(127) U cl(219)

6 =45, w(x) =45, supp(x) = cl(17) Ucl(37) U cl(57) U cl(93) U cl(103)

6 ="53, w(x) =054, supp(x)=-cl(17) Ucl(31) Ucl(41) U cl(45) U cl(103) U cl(117)

6 =57, w(x) =57, supp(x) = cl(29) U cl(43) Ucl(51) U cl(55) Ucl(61) U cl(63)
Ucl(219)

6="19, wx)=79, supp(x)=-cl(0)Ucl(3)Ucl(13)Ucl(39)Ucl(41) Ucl(61) U cl(73)

Ucl(77) U cl(107) U cl(117) U cl(219)
6 =283, w(x) =284, supp(x)=-cl(11)Ucl(15) U cl(23) Ucl(43) Ucl(53) U cl(79)
Ucl(123) U cl(183) U cl(191) U c1(219)
6 =91, w(x) =91, supp(x) =cl(0) Ucl(7) Ucl(13) Ucl(25) U cl(37) Ucl(41) U cl(59)
Ucl(61) Ucl(117) U cl(175) U cl(239)
6 =103, w(x) =103, supp(x)=cl(0)Ucl(7) Ucl(13) Ucl(19) Ucl(27) Ucl(31) U cl(87)
Uel(91) U el(95) U el(191) U cl(219) U ¢l(223) U cl(255).

Donc pour tous ces codes la distance construite est atteinte. O

La procédure pour la recherche d’idempotents solution des équations de Newton est donnée
en annexe A. Il est bon de préciser que cette procédure a échoué pour B(511,6), et 6§ €
{29,37,41,43,51,59,61,75,77,85,87,107}.

Nous donnons dans le tableau II.1, la liste des codes BCH primitifs au sens strict de
longueur 511, et la valeur de leur distance minimale ou de la meilleure borne connue.
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511

502
493
484
475
466
457
448
439
430
421
412
403
394
385
376
367
358
349
340
331
322
313
304
295
286
277
268
259
250

ik

*k

0 d dans n k 0 d dans
3 3 [56] 511 241 73 73 [75]
5 5 [56] 238 75 >T75 —
7 7 [56] 229 7T >T7 —
9 9 *x 220 79 79 *
11 11 [56] 211 83 83 *
13 13 [47] 202 8 >85 —
15 15 [56] 193 87 > 87 —
17 17 *x 184 91 91 *
19 19 * 175 93 95 # [59]
21 21 [75] 166 95 95 [56]
23 23 [56] 157 103 103 *
25 25 [47] 148 107 > 107 —
27 27 [56] 139 109 111 # [59]
29 > 29 — 130 111 111 [56]
31 31 [56] 121 117 119 # [59]
35 35 [75] 112 119 119 [56]
37 > 37 — 103 123 127  #H# *
39 39 * 94 125 127 # [59]
41 > 41 — 8 127 127 [56]
43 > 43 — 76 171 171 *x
45 45 * 67 175 175 x
47 47 [56] 58 183 183 x
51 > 51 — 49 187 187 *x
53 53 * 40 191 191 [56]
55 55 [56] 31 219 219 [75]
57 57 * 28 223 223 [56]
59 > 59 — 19 239 239 [56]
61 > 61 — 10 255 255 [56]
63 63 [56]

d=6+2

d=6+4

Résultat obtenu par les équations de Newton
Résultat obtenu par une recherche exhaustive

Tableau II.1 : Distance minimale des codes BCH de longueur 511
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Chapitre 111

Codes concaténés

Les codes concaténés ont été introduits par Forney dans [36] en 1966. Ces travaux ont ensuite
été poursuivis par les russes Block, Zinoviev et Zyablov, qui ont abouti a un algorithme de
décodage performant, s’inspirant des idées de Forney sur le décodage souple, et surtout aux
codes concaténés généralisés [12], [L03] et [104].

Nous nous sommes volontairement limité ici au cas linéaire. La plupart des résultats
restent cependant valables dans le cas général. Cette limitation permet de donner des défi-
nitions qui nous semblent plus simples que celles données généralement. En particulier nous
définissons, dans la section 3, les codes concaténés géneralisés comme une somme directe de
codes concaténés d’ordre 1, cette représentation ayant déja été utilisée par Jensen dans un
cas particulier (cf. [50]).

Dans la section 1, outre la définition des codes concaténés d’ordre 1 et la description
de leur décodage, nous introduisons la notion de décodage partiel qui nous permet dans
la section 3 de donner une description récursive simple du décodage des codes concaténés
géneralisés, description que Bossert donne en filigrane dans [14].

Dans la section 2, nous utilisons une approche originale pour 1’évaluation des perfor-
mances des codes concaténés d’ordre 1, faisant appel a la combinatoire énumérative. De
telles évaluations avaient été faites sous une forme légerement différente pour 1’algorithme
naif dans [21]. Nous avons pu étendre ces résultats a tous les algorithmes décrits dans la
section 1.

63
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Soit un corps fini [f. Pour tout couple d’entiers ny, et ne, nous identifierons chaque élément
de " & un élément de (I ). En particulier lorsque 'on posera x = (21, ..., xy,) € F"",
cela signifiera que pour tout 7, 1 < ¢ < n,, on a x; € ]E”b. Le vecteur x aura comme
composantes, dans l'ordre, les composantes de z1, puis celles de x5, jusqu’a celles de z,,, .

1 Codes concaténés d’ordre 1 — Algorithmes de déco-
dage

1.1 Définition

Soit un code linéaire B = B(ny, ky, dy) sur I, B et [fi, sont isomorphes en tant que [f-espaces
vectoriels. Fixons un isomorphisme

9:]51%@%3

e (@) (111.1)

0 permet de représenter de facon unique tout élément de ]Ekb par un élément du code B, et
réciproquement.
Soit m. un entier positif. On définit I'isomorphisme [-linéaire © comme suit :

O : ]Imki S Bl
q

X = (T1,...,%,,) = O(x)=(0(x1),...,0(x,,)) (I11.2)

Définition III.1 Soient B = B(ny, ky, dy) un code linéaire sur f, € = E(ne, ke, d.) un code
linéaire sur ]Ek,, et § lisomorphisme défini par (II1.1).
Le code concaténé admettant B comme code interne et £ comme code externe est le code

C sur [f constitué des mots de € dans lesquels les symboles de Ek:b sont remplacés par des
mots de B a l'aide de 0

C={(0(x1),0(x2),...,0(xn.)) | (x1,79,...,2,,) € E} = O(E).
On dira en abrégé que C est le code concaténé de B et de £.

Remarque ITI.1 Le code £ introduit dans la définition ci-dessus est un espace vectoriel sur
]Ek,, de dimension k,, mais puisque [y, peut étre considéré comme un espace vectoriel sur [f
de dimension ky, on peut considérer £ comme un espace vectoriel sur [f' de dimension kpke.

Proposition II1.1 Soit © [’isomorphisme défini par (I11.2). Si C = ©(E) est le code conca-
téné de B(ny, ky, dy) et E(ne, ke, de), alors C est un code linéaire sur [f de longueur nyn., de
dimension kyk., et dont la distance minimale est au moins égale a dyd,..

preuve : Puisque O est injectif et [f-linéaire, C a pour dimension dimg (£) = kpke.
Montrons que tout mot non nul du code concaténé a un poids supérieur ou égal a dyd.,.
Soit x = (x1,...,2,,) € €. Alors

wir(O(x)) = iwme(zi))
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ot wy est le poids de Hamming sur [ff. Si x # 0, alors au moins d, des x; sont non nuls et
pour chacun de ces z;, 0(x;) € B\ {0}, donc wy (0(x;)) > dp, d’otut le résultat. O

Remarque III.2 Les codes concaténés sont définis ici comme des codes linéaires, Forney
les a introduits dans [36] de facon plus générale.

Dans le cas non linéaire il suffit de pouvoir mettre en bijection ’ensemble des mots du
code interne avec l'alphabet du code externe. Les résultats sur les parametres donnés dans
la proposition III.1 restent vrais en remplacant la dimension par le nombre d’éléments.

1.2 Algorithme de décodage naif

Supposons donnés :

e B = B(ny, ks, dp) le code interne sur ]]j; muni d’un algorithme de décodage d’erreur y
borné par la distance minimale,

o &= E(ne, ke, de) le code externe sur ]Ekb est muni d’un algorithme de décodage d’erreur
et d’effacement ® borné par la distance minimale,

e C =0(&) le code concaténé de B et £.
Proposition IT1.2 Soit l'application ,

, ([[-an)ne PN (]Ekb U {oo})"
Y= ) = ) =0"vw)), .07 (v(yn.))) (IT1.3)

(avec la convention 6~ (o0) = c0).
Alors W = O o P o, est un algorithme de décodage d’erreur du code concaténé C de B et

de &, borné par d”;e , autrement dit, pour tout y € ]E"”"e et pour tout x € C, on a
dpd
du(x,y) < 1 == U(y) =x

preuve : Soient X = (z1,...,2,,) €C,y = (y1,...,¥n.) € ", Posons pour tout i

w; = dH(xza yz)7

et, par hypothese,

e dyd,
dH(X7Y):sz< b4 .
=1

Les distances Ay et 65 sont définies sur [fi, U{oo}. Supposons que ¥(y) = O(®(, (y))) #
x. Puisque ® est borné par d., on a (cf. définition 1.26)

Ap(O7 '), (v) = 3810 (). 0 (1)) = &

=1

(I11.4)
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(BU {oo})"

Y

CU {0} E U {0}

Figure III.1 : Décodage naif d'un code concaténé

Par définition, 85 (0'(x;),0 1 (v(y;))) # 0 si et seulement si v(y;) # ;, et puisque 7 est
borné par d, on peut écrire

d
S (071 (), 07 (v(wi)) # 0 = wi = di (i, i) > 5{;
SiI=1{i|bg(0~"(x:),07"(v(v;))) # 0}, on a pour tout 7 € T
i > @7
-2

de plus puisque ¢y est a valeur dans {0, %, 1} et que

Ne B de

> 007 (), 0” =2 8u (0 (@), 07 (v(w)) = 3

=1 i€l
le cardinal de I est au moins égal a %, d’ou

Z w; >

ce qui contredit I’hypothese. On a donc bien ¥(y) = x. O

Cette borne de % n’est pas excellente, puisque qu’on peut espérer atteindre d,d,.
L’exemple suivant montre qu’il existe, pour au moins un code, des motifs d’erreur de poids

inférieur a d”de , et que ¥ ne peut pas décoder.
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Exemple :

Considérons le code concaténé défini par les données suivantes :

e Le code interne B est le code de Hamming binaire H(7,4,3), v est un al-
gorithme de décodage a vraisemblance maximale, capable de corriger toute
erreur de poids 1.

e Le code externe £ est le code de Reed-Solomon RS(15,13,3) sur [{g, ® est
I’algorithme d’Euclide étendu, capable de corriger tout motif de v erreurs et
p effacements tel que 2v+p < 3, et aucun autre (i.e. ® est borné strictement
par la distance minimale du code).

Le code concaténé résultant possede une distance minimale supérieure ou égale a
9. Montrons qu’il existe des motifs d’erreur de poids 4 qui ne sont pas corrigibles
par W.

Prenons comme mot émis le mot nul, et supposons que le mot recu soit y =
(y1,92,0,...,0) € (B, tel que wy(y1) = wi(y,) = 2. Ce mot y est & distance
4 du mot émis. Par exemple

U 1100000
Y2 1100000
Y3 -0 0 O0O0O0O00 0
Y15 0O 00OO0OO0OO0OTU

Le code de Hamming étant un code 1-correcteur parfait, v(y;) et v(y2) sont
deux éléments non nuls de H(7,4,3), et donc 67" (v(y1)) et 87 (v(y2)) sont deux
éléments non nuls de . Dans notre exemple

L (y) = (8,8,0,...,0), ot § € .

Le décodeur externe ® doit donc décoder un mot qui contient 2 erreurs ; or

Ar(, (¥),0)=2>3/2 = &, (y)) #0

car ¢ est borné strictement par 3. Donc le décodage va échouer, c’est-a-dire
aboutir

® soit a oo,

e soit a un mot non nul du code concaténé a distance > 5 du mot regu.

1.3 Algorithme de Block-Zyablov
Soit C le code concaténé de B et £ munis comme plus haut des données suivantes :

o B = B(ny, ky, dp) le code interne est muni d’un algorithme de décodage v, borné par la
distance minimale dj.



68 Chapitre III. Codes concaténés

o & = E(ne, ke, de) le code externe est muni d’un algorithme de décodage d’erreur et
d’effacement ® borné par la distance minimale d,.

Pour tout nombre réel r, 0 < r < %’1, on définit I'algorithme de décodage suivant ~, de B

b

Yy e |, (y) = { 1) i di(1(0).9) < 7

00 sinon

on en déduit 'application , ,

. [rene & (B, U {oo})m

Y= ) & e(y) =07 (00) -, 07 ()
et I’algorithme de décodage de C, &, =@ oPo, ,

®, : [wne o CU{oo0}
y o= O(y)=0(2(.(y)

Remarque II1.3 On a défini de cette maniere une infinité de décodeurs, cependant un
nombre finis d’entre eux seulement sont distincts, en effet

Vselrnr+1[, &, =9,.
On a donc exactement ¢ + 1 décodeurs distincts &g, 4, ..., Py, o t = L%J
Définition II1.2 Soit d, un entier strictement positif. Pour tout x = (x1,...,2y,,) € H‘Zzb”e,

et tout’y = (y1,...,Yn.) € ﬂg’”b”e, on définit D(x,y), par

D(x,y) = i min(dg (i, yi), dp)-

=1

Proposition I11.3 D est une distance sur ]1‘3”””6, dominée par la distance de Hamming,

Vx € IE;””E, Vy € ]Ej”"e, D(x,y) < dy(x,y).

preuve : lapplication d : (z,y) — min(dg(z,y),dy) est une distance sur ]E”b. En effet, on
a bien

1. d(z,y) = 0 < min(dg(z,y),dy) =0 < dy(z,y) =0z =1y,
2. d(z,y) = min(dg(z,y),dy) = d(y, x),
3. sidy(z,y) > dy ou dy(y,z) > dy, alors
d(z,y)+d(y, 2) > dp > d(z, 2),
sinon d(z,y) = dg(z,y) et d(y, z) = dy(y, 2), donc

d(z,y) +d(y, 2) =du(z,y) + du(y, z) > du(z,2) > d(z, 2).
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Pour x = (21,...,%,,) € B*™ et y = (y1,...,yn,) € "™, on a que

D(x, Zmln (A (i, yi), dy) = Zd Tiy i),

i=1

ce qui entraine que D est une distance. De plus pour tout i, d(z;,y;) < dg(x;,y;), donc
D(X7Y) S dH(X7Y) O

Proposition IT1.4 Soity € IEJH””E. Pour tout entier r, 0 <r <t = Lib%lj, on pose
yr =@, (y) € CU{oo}.

Alors tous les r pour lesquels D(¥,,y) < %= (par convention D(co,y) = o0), donnent la
meéme valeur y de y,.

On peut alors définir le décodeur de Block-Zyablov de C, noté ¥ :

- . ~ dpd.
e ¥ si3r, tel que D(y,,y) < 5=
vy e B, wu(y) _{ v, si3r | (ITL3)
preuve : Si X = (¥1,...,%,,) € C et X' = (27,...,7, ) € C sont distincts, alors d, au

moins de ces n, composantes sont distinctes et, pour chacune d’elles min(dg(x;, x}), dy) = dy
puisque z;, ; € B. Donc

D(x,y) + D(x',y) > D(x,x') > dyd.,

et on ne peut donc pas avoir simultanément D(x,y) et D(x',y) inférieurs a %l O

Théoreme II1.1 Soit C le code concaténé de B(ny, ky, dy) et E(ne, ke, d.) muni d’un décodeur
de Block-Zyablov V. Alors W est un algorithme de décodage de C borné par dyd,.
Autrement dit, pour tout 'y € ]EI’“’”E et pour tout x € C on a

dyd,
2

dp(x,y) < = U(y) = x.

preuve : (due a T. Ericson [35])
Soient x = (z1,...,2,,) €C,y = (Y1, Yn. ), Z2 = (21, -+, 2n.) € ]I‘Zhb"E. On note

L. VZ, 1 Signe; wz:dH(szyz)

2. D la distance de la définition II1.2

D(y,z) = nze min(dg (y;, 2:), dp)-

=1
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3. Définissons la fonction £ : R x [0, %’1[—> {0,1,2} par
0 0<w<r
E(w,r)=< 1 r<w<d,or
2 w>dyor

otw e R et r €0, L].

Lemme III.1 Pour tout réelr, 0 < r < % et pour tout réel w > 0, E vérifie
les deux propriétés suivantes

3 Bl ) > 28007 ()., (1) (116)
/0% E(w,r)dr = min(w, dp). (I11.7)

preuve : (du lemme)

e Montrons (IIL.6). Pour tout 7 distinguons deux cas :

L 607" (x;), 07 (7(35))) = 1/2 : dans ce cas 7,(y;) = oo car x; # 00,
donc w; = dy(x;,y;) > r, sinon on aurait v,.(y;) = z; # 00. On en
conclut que E(w;,r) > 1, par définition de E.

2. 607" (x;), 07 (7(;))) = 1 : dans ce cas on a v,.(y;) = Y(y;) € B et
Y(yi) # x;, donc par I'inégalité triangulaire

w; =dg(yi, x:i) > da(Y(vi), ;) ©du(yi, Y(yi)) > dp <.

En effet y(y;) € B, et x; € B étant distincts, on a dy(y(y;), z;) > dy et
dy(yi, v(y;)) < r, par définition de 7,. Donc E(w;, r) = 2 par définition
de E.

Dans ces deux cas on a donc toujours

E(wi, ) > 2650 (2:), 0 (7 (1)),

ce qui entraine (II1.6) puisque par définition

Ne

Ag(O71(x),, +(y)) =D 6 (07 (2:), 07" (% (m)))-

=1

o L’égalité (II1.7) se déduit aisément de la figure suivante qui donne les valeurs
de E(w,r) dans le plan (w,r)
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r

dy
|

Supposons maintenant que dy(x,y) < % et montrons que ¥(y) = x. En utilisant les

équations (IIL.6) et (IIL.7), la définition des w; et le fait que la distance D est dominée par
la distance de Hamming, il vient

D(X7 Y) = ze: min(wia db)a

=1
Ne d?b
Z/ E(w;, r)dr,
i=1"0
Ne

/0421 > Bl 1jdr 2 dymin{ (O} (), ()}

Donc
dpd,

> dy rnrin{AH(@fl(X), ) T(Y))}J

> min{Ag(07'(x),, +(v))}

w|§w

et il existe un nombre réel ry tel que

de

AH(@_I(X)H To(Y)) < 5

D’apres la remarque II1.3, on peut supposer que 7y est un entier 0 < ry < t. Comme P est
borné par d, et ©7'(x) € £, on a

D (y) = O(2(, ro(¥))) = x
et la proposition II1.4 nous assure alors que
U(y) =x.
O

On a en fait un résultat plus fort en utilisant la distance D plutot que la distance de
Hamming.
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Corollaire III.1 L’algorithme de Block-Zyablov est borné strictement par dyd, pour la mé-
trique D, c’est-a-dire que pour tout'y € E’”’”E et pour tout x € C

dpd,

D(x,y) < & U(y) = x.

preuve : Pour obtenir que ¥ est borné par dyd, pour D, il suffit de reprendre telle quelle
la preuve précédente en utilisant comme hypotheése D(x,y) < %. Cette borne est stricte
par la définition méme du décodeur de Block-Zyablov (propositon I11.4). O

L’algorithme de décodage peut se décrire comme suit

Algorithme A; (de Block-Zyablov) Soity € "

1. Pour tout entier r, 0 < r <t, on calcule
yr =@ (y) € C U {oo}.

2. On calcule l'ensemble

. dpd,
R={r|D(F,y) < —

3. Si R # 0, algorithme retourne
U(y) =¥, pourro € R
sinon ’algorithme retourne

U(y) = oo.

La validité de cet algorithme est assurée par la proposition I11.4. En particulier le choix
de rg € R est indifférent.

Proposition II1.5 L’algorithme A, respecte la distance D, mais ne respecte pas la distance
de Hamming.

preuve : L’algorithme A; respecte la distance D par définition. En effet, soit y € H*Z”’"e
et soit x € C. Si U(y) € C et D(x,y) < D(U(y),y) < % alors ¥(y) = x par l'inégalité
triangulaire.

En revanche A; ne respecte pas la distance de Hamming, comme le montre le contre-
exemple suivant :

e Le code interne est le code de Hamming binaire H(7,4,3), muni d’un algorithme de
décodage d’erreur a vraisemblance maximale, capable de corriger tout motif de poids
1.
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e Le code externe est le code de Reed-Solomon RS(15,11,5) sur {s, muni d'un algorithme
de décodage d’erreur et d’effacement borné strictement par 5.

On choisit le code de Hamming cyclique de matrice génératrice

1000110
01 00011
G_0010111
0001101

Soit  un élément générateur de [, de polynome minimal 1 + o + . Pour 3 dans [,
0(3) sera I'image par G de son écriture dans la base {1, a, @?, a®} comme le montre la table
suivante :

0 0
0 =20 <— 0000 000 1 =1 <— 1000 110
a = « <— 0100 011 ot = 1+a <— 1100 101
a? = ao? & 0010 111 a® = 1+a? & 1010 001
o’ = a+a? & 0110 100 a® = 14+ a+a? & 1110 010
o = o <— 0001 101 at = 1+a° <— 1001 011
o = a+a? & 0101 110 o = 14+a+a? S 1101 000
o = o’ +a? <— (0011 010 a= 14+a’+a? <— 1011 100
a'' = a+a?+a® &= 0111 001 a? = 14+a+a’+a® &= 1111 111

Nous choisissons pour RS(15,11,5) le code de Reed-Solomon dont les zéros sont «a, a?,
a? et a*. Son polynome générateur vaut

9(2) = (z ©a)(z ©a®)(z ©a®)(z ©at) = '’ + a2 + b2 + a2 + 2

Soit x le mot de RS(15,11,5) dont ’écriture polynomiale est
o +a?24+ a2 + a2 +a’b = (aS + o’z + a722) g(2),

soit,
_ (.3 12 3 8 7
x = (% a’,a%0,0,a",0,...)

Considérons le mot ©(x) du code concaténé de H(7,4,3) et RS(15,11,5) et le mot
y € 1'% défini comme suit :

0001101 0000001 0001100
1111111 0111111 1000000
0001101 0000100 0001001
1010001 1000001 0010000
O(x) = | 0000000 |~ y = [ 0000000 | =@(x)+ [ 0000000
0000000 0000000 0000000
1101000 0000000 1101000
0000000 0000000 0000000
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On a
@0(}’) = ‘1’1(}’) =0.
En effet,
1 5)
, 0(y) = (00, 00, 00,0,0,...,0) et Ag(O,, g(y)):4-§:2< 2’
12 8 5
,1(y) =(0,a%,0,0%,0,...,0) et Ag(0,,1(y)=2< 3
et
L5 15
D(y,0) => min(wy(y;),3) =1+3+142=7< 5
i=1

L’algorithme 4; donne donc ¥(y) = 0, et pourtant

Remarque III.4 En remplacant la condition 2 dans I’algorithme A; par

2bis. Soit vy, 'une des valeurs de r telles que

dpd,
5

dH (S’Toa y) <

on obtient un algorithme de décodage moins performant, mais qui respecte la distance de
Hamming.

Décodage au dela de la distance minimale par 1’algorithme de Block-Zyablov
L’algorithme de Block-Zyablov A; pour le décodage d'un code concaténé d’ordre 1 décode
au dela de la distance minimale pour la métrique de Hamming. Ce n’est pas le cas pour la
distance D.

Il est possible de remplacer la conditionnelle de I’algorithme A; par une condition moins
contraignante. Par exemple, considérons 1’algorithme
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Algorithme A, (de Block-Zyablov étendu) Soity € ["".

1. Pour tout entier r, 0 < r <t, on calcule
vy, =, (y) € CU{oo}.
2. On calcule l’ensemble

R={r|dy(y,,y) = min(dg(¥:,y))}.

1<i<t
3. Si R # 0, 'algorithme retourne
U(y) =¥, pourry € R

sinon l’algorithme retourne

U(y) = oo.
Ici, il serait inapproprié d’utiliser D plutot que dy, car lorsque ’on considere I’ensemble

des t+4 1 branches, on veut choisir celle qui aboutit en donnant le mot le plus proche du code
pour la distance de Hamming et non pour la distance D.

Remarque ITII.5 On n’a pas, dans le cas de 'algorithme A, d’assurance sur I'unicité des
¥, il est possible que deux valeurs de r donnent des résultats différents et que ces deux
mots soient a la méme distance de y. Pour conserver le déterminisme de 'algorithme, ainsi
que sa linéarité, on peut par exemple choisir toujours le plus grand r, tel que dy(y,,y) soit
minimal.

Proposition II1.6 L’algorithme Ay ne respecte ni la distance de Hamming, ni la distance
D.

preuve : Reprenons pour le contre-exemple le méme code concaténé que dans la preuve de
la proposition IIL.5 avec le méme mot

_ (3 12 3 8 7
x=(a’,a " a”,a%0,0,a',0,...).

Considérons le mot ©(x) du code concaténé de H(7,4,3) et RS(15,11,5) et le mot
y € 1% défini comme suit :

0001101 1011101 1010000
1111111 0111111 1000000
0001101 0001111 0000010
1010001 1000000 0010001
O(x) = | 0000000 | et y—| 0000000 | —@(x)+ | 0000000
0000000 0000000 0000000
1101000 0000000 1101000
0000000 0000000 0000000
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On a
Dy(y) =0 et @(y) = oo.
En effet,
L o(y) = (09,00, 00,00,0,...,0) et AH(O,,O(y)):2<g
et

et

1.4 Décodage partiel d’un code concaténé

Supposons donnés :
e B = B(ny, ky, dp) un code linéaire sur ]E muni d’un algorithme de décodage v, linéaire
et borné par la distance minimale dj,, on suppose de plus que cet algorithme respecte

la distance de Hamming.

o B' = B'(m, ky,dj,) C B le code interne.

E = &(ne, ke, d,) sur K le code externe est muni d’un algorithme de décodage d’erreur
et d’effacement ® borné par la distance minimale d,.

6 un isomorphisme [f-linéaire

q I11.8
On pose © = "
e C =0(&) le code concaténé de B’ et .
e Vtel que B'@® V = B. On note 7 la projection de B sur B’ parallélement a V
. /
T : B & B (ITL.9)

r - 7(x)
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1.4.1 Définition

A partir de I'algorithme ~ et de 7, on peut définir un algorithme de décodage d’erreur ' de
B', borné par d,, par 7' = 7o ~.

Comme pour le décodage de Block-Zyablov des codes concaténés d’ordre 1, on peut définir
les algorithmes de décodage d’erreur suivants :

Pour tout nombre réel r, 0 < r < %, on définit 'algorithme de décodage v, de B’

b

] o sinon

Vy e |, () = { V() = (1) si du(v()y) < 7

on en déduit 'application , ,

o [rone &= (I U {oo})m
Y= Un) &= e (¥) =0 (%) 0 (9 (Yn)))

et 'algorithme de décodage de C défini par &, =Qod o, ,

®, : e o CU{oo}

y = O.(y)=0(2( (y) (IT1.10)

Remarque II1.6 La définition des ®, n’est pas strictement équivalente a celle donnée dans
la section 1.3. En effet dans la définition de .., la condition pour que 7,(y) = 7'(y) devrait
étre dy (7' (y),y) < r et non dg(y(y),y) < r.

Notons également que si 'on change de projection 7 : B — B’, on modifie la définition
du décodage.

Ces différences n’alterent pas, comme nous le verrons, les propriétés de ’algorithme.

Proposition II1.7 Soity € ]E”b”e. Pour tout entier r, 0 <r <t = Ld"Q_IJ, on pose

Yr = ®,(y) € CU {oo}.

dyde

> (par convention dy(00,y) = 00), donnent la

Alors tous les r pour lesquels dy (¥,,y) <
meme valeur y de y,.

On peut alors définir un décodeur ¥ de C

v, si3r, dg(y,,y) < de
Zo i n(ry) <% (ITL.11)

Vy e ", U(y) = {

preuve : La preuve est identique a celle de la proposition ITI.4. O

Définition I11.3 L’algorithme de décodage W donné par la proposition précédente sera ap-
pelé algorithme de décodage partiel de C par rapport a B.
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(BU {oo})™ (B"U {oo})™

,yne (e—l)ne

Bure = () . (Ey, U {oo})™

Y

C U {oo} & U {oo}

Figure ITI.2 : Décodage partiel d’un code concaténé
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Remarque III.7 Nous ne donnons pas a l’algorithme ¥ défini dans la proposition II1.7, le
nom de décodeur partiel de Block-Zyablov de C, nous préférons réserver cette appellation a
un algorithme plus général qui sera décrit dans la proposition II1.10.

Théoréme II1.2 Soit C le code concaténé de B' = B'(ny, ki, d}) et € = E(ne, ke, de) et soit
B = B(ny, ky, dy) un sur-code de B'. L’algorithme de décodage partiel ¥ de C par rapport a
B est borné par dyd,.

Autrement dit, pour tout 'y € ]EI’“’”E et pour tout x € C, on a

dyd,
2

dp(x,y) < = U(y) = x.

preuve : La preuve est identique a la celle du théoreme III.1, en remplacant B par B’ et
par 7/, exception faite de la propriété (II1.6)

Vroréel, 0 <r < — ZE wi, ) > 205(071(x),, »(¥)). (II1.6bis)
qui reste vraie, mais pour laquelle il nous faut donner une justification différente :
Pour tout 7 distinguons deux cas :
L. §g(0~"(z;), 07 (v(y:))) = 1/2 : dans ce cas 7.(y;) = oo car x; # oo, donc w; =

dy(x;,y;) > r, sinon on aurait v,.(y;) = x; # co. On en conclut que E(w;, ) > 1, par
définition de E.

2. 6u(07 (%), 07 (7(%:))) = 1 : dans ce cas on a v.(yi) = V() = 7(v(%)) € B et
¥ (y;) # x5, donc également v(y;) € B et y(y;) # x;, et par 'inégalité triangulaire

w; = du(yi, x:) > du(Y(vi), i) ©du(yi, Y(yi)) > dp <.

En effet y(y;) € B, et x; € B étant distincts, on a dg(y(y;), z;) > dy et dg(yi, v(y:)) < r,
par définition de ~,. Donc E(w;,r) = 2 par définition de E.

Dans ces deux cas on a donc toujours

E(wi, 1) > 265 (07" (2:), 07" (7 (1)),

ce qui entraine (II1.6bis) puisque par définition

Ap(071(x),, Z O (07" (24), 07" (7 ()
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1.4.2 Décodage partiel de Block-Zyablov

Nous désirons un algorithme plus général que celui exposé ci-dessus. Si W est un algorithme de
décodage partiel de C par rapport a B, nous voulons que ¥ vérifie la propriété supplémentaire

dpd,

Vy ef*", VxeC, VYveV™, dy(x+v,y) < = U(y)=x. (IIL.12)

Proposition III.8 Soit C le code concaténé de B' et £. Si pour tout nombre réel r, 0 < r <
%, est défini par (IIL10), alors on a

Vy € ]EI"”"E, Vv eV &.(y+v)=2.(y).

preuve : Comme V C B, et v est linéaire, on peut écrire

Vyel™, YveV, y(y+v) =7(y) + v,

et
Vye ™, Yo eV, o/ (y+v) =r(y(y +v)) = 7(v(y) +v) ='(y).

On en déduit immédiatement pour tout r

Vyel», YoeV, v(y+v) =)

puisque dy(y(y +v),y +v) = du(y(y), y) Le résultat s’ensuit. O

Dans la proposition ITI.7 qui décrit le décodage partiel d’un code concaténé, on est

amené a calculer pour tout entier r, 0 < r < t, le vecteur y, = ®,.(y). Si dy(x,y) < d";le,

alors il existe une valeur de r telle que y, = x. Pour trouver ce r, il suffit de vérifier que
dH (S’Ta Y) < %
Si on suppose que I'on a seulement dy(x + v,y) < % pour un certain v € V" alors,

d’apres la proposition II1.8, il existe une branche r de ’algorithme telle que y, = x. En effet

dpd,

dg(x,y ©v) < = dry, ¢,,(y &V) =x,
et ®,,(y) = x puisque @, (y &v) = @, (y).

Il n’est pourtant pas certain que dy(¥,,,y) < 41?2‘1—3. Si I'on prend par exemple v =
(v1,v9,...,0y,), avec v; # 0 pour au moins d, coordonnées, alors wy(v) > dpd, et on a

dyd,
2

dH(yroa Y) Z dH(S’roa yro + V) <:>dH(Y7 S’ro + V) > wH(v) <~

donc
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Il faut donc trouver un critere autre que la distance de Hamming pour repérer la bonne
branche.

Soit y = (Y1, ., Yn.) € ]E”bm, on pose

¢ si y(y:) = o0
Vi, wy=14 2. i !
' { min(%, dp (y;,v(y;))) sinon
Pour tout x = (1,...,2,,) € B™, on pose
Vi, Wilz) =4 si z; =9 (y:) = 7(v(%i))
T dy <w; sinon

et

Wy(x) = >_ Wilz:).
i=1
Proposition II1.9

Vy elf»™, ¥xeC, Vve V™, Wy(x)<du(y,x+v)

preuve : Soient
x=(x1,...,00,) €EC, v=(v1,...,05.) EV"™, y= (Y1, ,Yn.) € Hihb"e,

tels que
dbde

dy(y,x+v) <

Posons
z2=(21,...,2n,) =X +V,

et notons que pour tout ¢, z;,v; € B, donc z; € B.
Pour tout ¢, on a W;(z;) < dy(2;,v;), en effet
e siz; =7'(y;) (donec Wi(z;) = wy)
— si z; = y(y;), alors
du(2i,yi) = du(V(y:), yi) > w; = Wi(z;)
—siz; #(y:) € B
du(zi,yi) 2 du(v(¥i), yi) > wi = Wi(a;)
car v respecte la distance de Hamming.

e sinon x; # 7/(y;), donc Y(y;) # z (et Wi(z;) = dy <w;)
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— si y(y;) = 00, alors w; = %h, et donc puisque v est borné par dy,

S

b

di(zi,y:) > = = dy Sw; = Wi(z;)

v |

— siz # (y;) € B et w; = %, v est borné par dj, donc

— si z; # Y(y;) € B et w; = dg(yi, 7(yi)), par 'inégalité triangulaire, on a
du(zi,yi) > du (2, 7(:)) ©du(yi, v(vi) > dp Sw; = Wi(;)

donc
Ne

Wy(x) =>_Wilz:) < du(z,y).

i=1
O
Proposition ITI.10 Soity € IEJ’“”E. Pour tout entier r, 0 <r <t = Lib%lj, POSONS
yr =@, (y) € CU{oo}.
Alors tous les r pour lesquels
. dyd
WY(yT') < 2 -
donnent la méme valeur y dey,, on pose alors
U(y) =y,
et si aucun 1 ne vérifie Wy (y,) < 2= on pose
¥(y) = oo.
On dira que U est un décodeur partiel de Block-Zyablov de C par rapport a B.
preuve : Soient X = (y,...,%,,) et X' = (z7,...,2;, ) deux éléments distincts de C, soit

J C [1,n.], Pensemble des positions pour lesquelles ©7'(x) € £ et O7'(x') € & different,
Viel x # .

Le cardinal de J est au moins égal a d,, la distance minimale de £. Pour ¢ € J, on ne peut
pas avoir simultanément W;(x;) = w; et W;(z}) = w;, sinon x; = 7'(y;) = ), donc

Vie J, I/Vz(l‘l) + VVZ(I‘;) S {wl + (db <:>1UZ'), 2(db <:>wl)},

et donc
Vie J, Wilx;) + Wi(z}) > dy,
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donc en sommant sur .J, on a

Wy(x) + Wy (x') > dyd,.
Ces deux nombres ne peuvent donc pas étre simultanément strictement inférieur a %, d’ou
le résultat. a

L’algorithme de décodage peut se décrire comme suit.

Algorithme A3 Soity € ]E]hb”E.

1. Pour tout entier r, 0 < r <t, on calcule
vy, =, (y) € CU{oo}.

2. On calcule l'ensemble

~ dbde
R={r| Wy(3) < =}

3. Si R # 0, 'algorithme retourne
U(y) =¥, pourry € R,

sinon [’algorithme retourne

¥(y) = oo.

Proposition II1.11 Soit ¥ défini par ’algorithme As, on a

dpd,

Vy e [*"e, ¥xeC, VveV™, dy(x+v,y)< = U(y) = x.

preuve : Soient
y e v xeC, veVr,

tels que
dyd,

dy(x+v,y) <
D’apres la proposition II1.9,
dpd,

Wy(x) <dp(x+v,y) <

et d’apres le théoreme II1.2, on a
U(y &v) =x,
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donc il existe r tel que
P, (y &v) =x.

D’apres la proposition II1.8, on a donc

D, (y) = x

et enfin, d’apres la proposition I11.10

U(y) =0 (y) =x

Proposition II1.12 L’algorithme As ne respecte pas la distance de Hamming.

preuve : Pour construire un contre-exemple nous considérons le cas trivial B = B'. Le code
concaténé est celui de la preuve de la proposition I11.5. Soit le mot de RS(15,11,5) :

(.10 3 6 13
x=(a",a,a’,a”,1,0,...)

Considérons le mot O(x) du code concaténé de H(7,4,3) et RS(15,11,5), et le mot
y € 1% définit comme suit :

1110010 1110011 0000001
0001101 0000001 0001100
0011010 0001000 0010010
O(x) = | 1011100 | et y— | 1111100 | — @(x)+ | 0100000
1000110 0000000 1000110
0000000 0000000 0000000

On a
Do(y) = 1(y) =0,
en effet,
5
, 0(y) = (00, 00,00,00,0,0,...,0) et Ay(0,,o(y))=2< 2
5
,1(y) = (2,0,0,a",0,0,...,0) et Ag(0,, (y) =2< 5

Donc ¥(y) = 0 et pourtant
Wi(0) =3a1 =2 Wy(0)=1, W3(0) =1, Wy(0) =31 =2, Vi>4, Wi0)=0,

donc

et
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2 Evaluation des performances des codes concaténés
d’ordre 1

e Soit C le code concaténé admettant comme code interne B(ny, ky, d;) sur [, et comme
code externe £(n,, ke, d,) sur Iy, .

e Soit v un algorithme de décodage d’erreur de B, soit ® un algorithme de décodage
d’erreur et d’effacement de &, ces deux algorithmes étant bornés par la distance mini-
male.

e Soient Py(x), Pi(x), et Py(z), les polynémes des motifs corrigibles, des motifs non
corrigibles et des motifs erronés de B pour I’algorithme 7.

e Soit Ay la distance de Hamming généralisée sur ]Ek,, U{oo}, Qg le poids de Hamming
généralisé sur ]Ekb U{oo}, dg la distance de Hamming sur [f, et wg le poids de Hamming
sur

2.1 Distribution des poids des codes concaténés d’ordre 1

Lemme II1.2 Pour tout entier r, 1 < r < n, <d., on a

dy(de+1)—1 de+r—1
Z Aw(c) < Z Ai(g)-
w=dyd. i=de

preuve : Soit ¢ € C de poids w strictement inférieur & dy(d. +7). Le vecteur ©!(c) possede
au plus d., + r <1 coordonnées non nulles, dans le cas contraire puisque B a pour distance
minimale dy, on aurait w > dy(d. + r), d’ou I'inégalité. O

Proposition I11.13 Soit un entier w tel que dyd, < w < nyn.. On a
Frl

Au(C) < 3 Ai8).

t1=de

preuve : Notons d’abord que pour w > dyn., l'inégalité est triviale puisqu’on a alors
4,(C) < €] = [c].

Si w < dyn,, on pose r = Ldﬂbj &de + 1. On a alors dpd, < w < dy(d.+ 1) et en appliquant
le lemme III.2 pour cette valeur de r on obtient

dp(de+7)—1 de+r—1 L%J
Yo A0 < D AE) =D AiE),
Jj=dpde i=de i=de

donc en particulier
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2.2 Evaluation de I’algorithme naif

Soit ¥ = ® o, l’algorithme de décodage d’erreur de C présenté dans la section 1.2 de ce
chapitre, o, : (my,...,my,, ) — (y(my),...,v(m,,)).

Lemme II1.3

S a2 — (Py(a) 4 Py(a)y + Pala)y?)™. (111.13)

m€]},§nbnE

preuve : Soit u : ]Ekb U{oc} — {0, %, 1} application définie par

0 sita=0
pla) =14 3 sia=o0
1 sia#0, et a+# oo.

Dans la notation du chapitre I, u(a) = 65 (a,0).
Pour a = (a4, ...,a,,) € (I, U{co})™, on a

n

Qu(a) = plar).

=1

Si 'on revient aux définitions des polynomes énumérateurs des motifs d’erreur pour le
code interne, on a

PO(‘T) = Z wa(m)a
meg", y(m)=0

Pl(l‘) = Z wa(m),

meg", y(m)=co

Py(x) = Z pwa(m)
mel'e, y(m)eB\{0}

et ces trois polynomes énumerent tous les motifs possibles. On a donc

Y ety 2e0m) — py(r) 4 Py(x)y 4 Py(z)y?n

meﬂz}””

et en élevant a la puissance n, le premier terme de cette égalité, on obtient

(3 gun(my2u0im)yne — Y ooty wa (ma) 2 377 p(r(ma)
mef? (M1 ,e.ey mne)E(]Enb e
Si on pose m = (my,...,my,,_), on a
wr(m) =Y wr(m;) et Qu(, (m)) = p(y(m:)),
=1 =1

ce qui acheve la démonstration de (IIL.13). O
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Proposition II1.14 Soit le polynéme Q(x,y) € Zx,y] défini par

Q(z,y) = (Po(z) + Pi(2)y + Pa(z)y*)".
St @ est borné strictement par d., alors

Pe(r) = 3 [y]Q(x. )

1=0

est le polynome des motifs corrigibles de C pour l’algorithme V.

preuve : D’apres le lemme III.3, on a

Q("I;, y) = Z l‘wH(m)yQQH(F(m))

meﬂgnbne
et puisque ® est borné strictement par d., on peut écrire

¥(m) = &(, (m)) = 0 & 2Qy(, (m)) < d.,

donc
de—1
S WQ@y) = > v,
i=0 mcl " W(m)=0
qui est exactement la définition du polynome des motifs corrigibles. a

2.3 Evaluation de P’algorithme de Block-Zyablov

Soit ¥ un décodeur de Block-Zyablov (algorithme A;, page 72) de C.
Nous rappelons que pour tout x = (z1,...,2,,) € " et tout y = (y1,...,yn.) € F*",
on définit D(x,y) par
D(Xa Y) = Z mln(dH(l‘za yz)a db)
i=1

Cette définition dépend de la distance minimale d;, du code interne.

Lemme II1.4 Soit Pc(x) le polynome des motifs corrigibles de C pour ’algorithme de Block-
Zyablov, on a
Pe(r) = > ot

mEHj}nbne ,D(m,0)<%

preuve : L’algorithme de Block-Zyablov est borné strictement par dyd, pour la distance D,

donc
dbde

2 )
d’ou le résultat. O

Vm e ", ¥(m) =0« D(m,0) <
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Proposition III.15 On pose

Ne

Q(z,y) = Z wa(m)ymin(wH(m),db)

meﬂz}””
Le polynome des motifs corrigibles de C pour 'algorithme A, de Block-Zyablov est égal a

dpde
2

Pe(z) = Y [41Q(z,y).

1=0

preuve :

Ne

ne

Z wa(m) ymin(wH(m),db) — Z r2aict wH(ml)yZ:Zl min(wH(mi),db),

nyne

mel}gnb (m1,...;mn, )ER

donc

Q(z,y) = Z wa(m)yD(m,O)_

nyne

melf

En utilisant le lemme II1.4, on obtient le résultat. O

2.4 Evaluation de P’algorithme de Block-Zyablov étendu

Soit ¥ un décodeur de Block-Zyablov étendu (algorithme As,, page 75) de C. On pose t = |2,
rappelons que pour décrire ¥ on définit pour tout entier r, 0 < r <1,

e un algorithme de décodage de B

Vm e, y.(m) =

|
—N—
=
2
<.
=N
=
=
2
g
AN
<

e une application , ,

o [ ne & (I, U {oo})m

m = (mlv s 7mne) =, T(m) = (gil(ryr(ml))v SR gil(ryr(mne)))
ol # est un isomorphisme fixé de [fi, sur B,

e et un algorithme de décodage &, = © o ® o, , du code concaténé C

®, : [wre oo £U{oo}
m - O, (m)=0(d(,,(m))).
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Pour tout entier r, 0 < r < n,, on notera
Pop(z) = [2"]Py(z)x”
le mondéme de degré r de Py(x), ¢’est-a-dire le polynéme énumérateur des motifs corrigibles
de poids r, et
PQJ(:E) — Z l‘wH(m)
mef"t, y(m)eC\{0}, du(m,y(m))=r
le polynome énumérateur des motifs d’erreur qui sont corrigés de facon erronée en exactement,

r positions.
Le polynome

épo,i(l‘)

est le polyndme des motifs corrigibles de B pour v,, le polynome

i: PQ,Z'(J/‘)

est le polynome des motifs erronés de B pour 7, et le polynéme
)+ Z Py i(x) + Py ()
i=r+1

est le polynome des motifs non corrigibles de B pour 7,.

Remarque II1.8 Notons que l'on a

ny

1=0

c’est-a-dire que tous les motifs sont énumérés par ces polynomes une et une seule fois.

Lemme II1.5

g =0
t 1—1 t Ne
(Zpﬂl HyJ+P1 HZIJ ZP21 H%H%) (IT1.14)
i=0 j=0 i=0 —0 i
preuve : On pose
t i—1 t t -1t
P(xayﬂa'--ayt):ZPOZ Hy]+P1 H —|—ZP2’Z(;U)HyJHy]2

=0 j=0 §=0 i=0 J=0  j=i

Pour tout motif m € H‘Z”b, on a
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e m est corrigible pour v; si et seulement si 2u(vy;(m)) = 0,
e m est non corrigible pour ~; si et seulement si 2u(y;(m)) = 1,
e m est erroné pour 7; si et seulement si 2u(y;(m)) = 2.

Par définition on a

e pour tout i, 0 < i < ¢, Py,;(r) énumere des motifs qui sont corrigibles pour v;, ..., 7,
et non corrigibles pour 7y, . ..,7;_1, ¢’est-a-dire des motifs tels que 24(;(m)) = 0 pour
i <j <t et2u(yj(m)) =1pour 0 <j<iel,

e pour tout 4, 0 < i < ¢, P;(x) énumere des motifs non corrigibles pour vy, ..., 71, et
erronés pour v;, . . ., v, ¢'est-a-dire des motifs tels que 2p(y;(m)) = 1 pour 0 < j < i<,
et 2u(v;(m)) =2 pour i < j <t,

e P(x) énumere des motifs non corrigibles pour 7, ..., v, ¢’est-a-dire des motifs tels
que 2u(yj(m)) =1 pour 0 < j < t.

D’apres la remarque II1.8 tous les élément de ]E”b sont compté dans un et un seul des poly-
nomes (Py;(x))o<i<t, (Pa,i)o<i<t €t Pi(z), on a donc

t
5 L (m) 11 Y2 i) = Pz o, .. y).
mel? 7=0

En élevant le terme de droite de cette égalité a la puissance n. on obtient

Ne

S gl Hyw(w(m) — 3y iy wir(ms) Hy iy (75 (ma))

meﬁg " (mlr":mne)eﬂgnbne

et enfin, il est clair que

3 ity wn (mi) Hy YL mgm) = § gua(m) [T 20

(M1 ey )EE 0 Jj=0 mele"e j= 0
On en déduit (IIL.14). O
Définition II1.4 On dira que le polynome p(xy,...,x,) € Zxy, ..., x,] est inférieur au
polynome q(x1,...,1,) € L1, ..., x,] et on notera

p(@1, ... @) 2 q(a1, ..., 2p)

si pour tout (iy,...,i,) € N,

n

T] =i lp(z1s ..oy 20) < [ﬁ[lef]q(xl, ey Ty

r=1
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2.4.1 Majoration des performances de 1’algorithme

Proposition II1.16 Soit Q(z,yo, - --,y:) le polynome de Zz, yo, - - ., y:| défini par

Q(%?Jo,---;yt) - P(xay(]a"'ayt)nea

ou

t i—1
P(xay(]a"'ayt):zPOZ Hyj+P1 Hy]+zp2z H?J]Hy]
=0 7=0 = =i

Soit Pe(x) le polynome des motifs corrigibles de C pour ’algorithme de Block-Zyablov
étendu. Si ® est borné strictement par d., alors

t
Pe(z) < Yoo Iy 1Q, o, - -, ). (I11.15)
(50 ..... St)ENt+1 JZO
ming<; <¢(s5)<de

preuve : Si ¥(m) = 0, alors il existe r, 0 < r <, tel que 2Qg(, ,(m)) < d,, donc

{m € H‘Zh””e

m) =0} {mEIE;”e min (22, -(m )))<de}.
On a donc

Pe(z) = Z pva(m) < Z gon(m)

mcl " ¥(m)=0 mef "™ ming<, < (2Q (T'r (m)))<de

Or d’apres le lemme II1.5, on a

t
QT Yo, -+ Y) = Z w (m) H yEQH(FT(m)),
=0

nyne

mel
donc
t .
Z [H yf]Q(iE,yo,---,yt) = Z gon(m)
(505-+» s¢)eNt+1 7=0 meﬂgnbne 7min0§r§t(29H(Fr(m)))<de
ming<j<¢(s;)<de
d'ott (I11.15). _

Remarque II1.9 (Pourquoi n’a-t’on-qu’une inégalité?) Les motifs que nous énumé-
rons dans la proposition ci-dessus sont ceux vérifiant :

“il existe une des ¢+ 1 branches de I"algorithme de Block-Zyablov qui aboutit
au mot nul.”
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Cela signifie que le motif est énuméré dans un monéme dont le degré en I'un au moins des
y; est inférieur strictement a d,.
Les motifs corrigibles sont ceux vérifiant :

“il existe une des £+ 1 branches de ’algorithme de Block-Zyablov qui aboutit
au mot nul et aucune des autres n’aboutit a un mot de code plus proche.”

On peut envisager que ®o(m) = 0 et ¥(m) # 0, comme le montre ’exemple suivant.

Exemple : Nous reprenons le code concaténé admettant comme code interne
le code de Hamming binaire H(7,4,3) et comme code externe le code de Reed-
Solomon RS(15,11,5) (cf. 72)

Soit ¢ le mot de RS(15,11,5) dont 'ecriture polynomiale est
14244+ 25427428= (a5 + a3z 4+ a2 +ab2 + z4) g(2)
et I’écriture vectorielle

_ (.3 12 3 8 7
c=(a",a",0%,0a%0,0,a"0,...)

Considérons le mot ©(c) du code concaténé de H(7,4,3) et RS(15,11,5), et le

mot m € [{1%
1000110 0000000 1000110
0000000 0000000 0000000
0000000 0000000 0000000
0000000 0000000 0000000
1000110 0000110 1000000

O(c) = | 0000000 | = et m=| 0000000 | =@(c)+ | 0000000

1000110 0000110 1000000
1000110 0000110 1000000
1000110 0000110 1000000
0000000 0000000 0000000

On a

®y(m) =0 et ¢,(m)=c.
En effet,

5)
, o(m) =(0,0,0,0,00,0,00,00,00,0,...) et AH(O,,O(m)):2<§,

5)
, 1(m)=(0,0,0,0,1,0,1,1,,1,0,...) et Ag(c,, 1(m))=1< 2

et
dy(m,0(c)) =7 et dy(m,0) =S8,
ce qui donne

U(m)=06(c) #0.

Donc dans ce cas particulier, on a un motif m qui est corrigible par ®, et erroné
par ¥, donc pour le code concaténé de cet exemple inégalité (IT1.15) est stricte.
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2.4.2 Minoration des performances de 1’algorithme

Il semble malheureusement difficile d’obtenir une borne inférieure pertinente pour les per-
formances de 'algorithme de Block-Zyablov étendu. Nous pensons toutefois que la borne
supérieure obtenue plus haut est proche de la valeur exacte.

On peut tenter de majorer le nombre de motifs corrigibles pour 'un des ®; et erroné
pour W. Ce nombre est majoré par le nombre de motifs tels qu'une branche de 1’algorithme
aboutit au mot nul et une au moins des autres branches aboutit a un mot de code non nul.

Un tel motif m vérifie

JceC\ {0}, wy(m) > dy(m,c).

Autrement dit, m est dans une boule de rayon wy(m) centrée en un mot non nul du code.
On pose pour ¢ € C,

E,(c) = {m € "

Le cardinal de E,.(c) est connu et ne dépend que de w = wy(c); on le notera donc E,.(w).
L’enumérateur des poids d'une boule de rayon r centrée en un mot de poids w est égal a

wy(m) =r, dg(m,c) <r}.

fusle) = 3 (w> (n?w>(qél)j(1+(Q<:>2)x)ix“"i+j

0<itj<r \

et
|Er(w)| = [2"] fur(2)-

Le nombre de motifs de poids r corrigibles par I'un des ®; mais pas par ¥, est borné par
2r
Y. Au(O)|E(w)].
w=dpde

En utilisant le lemme II1.2, le nombre de motifs de poids r corrigibles pour I'un des ®;
mais pas par ¥, est borné par

122

T V)] 3 AE)

Ce nombre peut étre calculé lorsque I'on connait la distribution des poids du code externe.

2.5 Exemple : Un code C(105,44,15) binaire

e Le code interne est le code de Hamming binaire H (7,4, 3), muni d’un algorithme de
décodage d’erreur a vraisemblance maximale, capable de corriger tout motif d’erreur
de poids 1.

e Le code externe est le code de Reed-Solomon RS(15,11,5) sur [fs, muni d’un algorithme
de décodage d’erreur et d’effacement borné strictement par 5.
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e Le code concaténé de B et &£, est un code de longueur 105 de dimension 44 et de
distance minimale 15.

Pour le code de Hamming on a
Py(z) =1+72, Pi(z) =0, Py(z)=212%+ 352+ 35z* 4 212" + 72° + 27
et
Poo(z) =1, Pyi(x) =Tz, Poy(z)=72"+ 70" + 27, Pyi(z) = 212° + 282 + 282" + 725.

La table ITI.1 donne pour chaque poids w, le rapport du nombre de motif corrigibles au
nombre total de motifs de poids w, et ce pour les trois algorithmes dont 1’évaluation est
décrite dans cette section.

On notera que la différence entre 1’algorithme naif et 1’algorithme de Block-Zyablov
étendu est tres faible, puisqu’elle ne dépasse pas 2% en valeur relative.

La borne inférieure de ’algorithme de Block-Zyablov étendu ne fourni pas de valeurs
interessantes, sauf pour le poids w = 8, pour lequel on obtient une proportion de décodage
correct supérieure ou égale a 0.9477.

2.6 Evaluation du décodage partiel des codes concaténés

Tous les résultats obtenus pour ’algorithme de Block-Zyablov étendu sont valables pour
I’algorithme partiel de Block-Zyablov.

En effet, la seule différence entre ces deux décodages réside dans la fonction qui permet
de choisir parmi les branches qui ont abouti. I.’encadrement obtenu dans 2.4 n’a pas fait
intervenir la facon dont le choix entre les branches s’opere.

Proposition I11.17 Nous reprenons les notations de la section 1.4.
Le motif d’erreur e € ]1‘3”’”6 est corrigible pour le code concaténé C par l’algorithme de
décodage partiel de Block-Zyablov V si et seulement si

Vxel, dve V", ¥(x+v+e) =x.

preuve : Cette propriété ce déduit aisement de la linéarité de ¥, et de la proposition ITI.8.
O

3 Codes concaténés généralisés

3.1 Définition
3.1.1 Codes concaténés d’ordre 2

Soient deux codes linéaires sur I de méme longueur By (ny, ki + ko p, dip) et Ba(npy, kap, dap),
tels que By C B;.
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w naif B-7Z étendu B-Z
(borne supérieure)

<6 1 1 1

6 0.9973 1 1

7 0.9835 1 1

8 0.9436 0.9498 0.6974102
9 0.8625 0.8641 0.38781073
10 0.7345 0.7348 0.1371107*
11 0.5706 0.5707 0.253310°6
12 0.3969 0.3969 0.1786108
13 0.2429 0.2429 0.6238 1010
14 0.1287 0.1287 0.1459 10~
15 0.5826 107! 0.5826 107! 0.1716 10713
16 0.222210°* 0.222210°* 0

17 0.710610 2 0.7106 102 0

18 0.1909102 0.1909 102 0

19 0.43451073 0.43451073 0

20 0.840010~* 0.8400 1074 0

21 || 0.137510°* 0.137510* 0

22 0.188510°° 0.188510°° 0

23 0.212010°° 0.2120107° 0

24 0.188110°" 0.188110°7 0

25 0.1238108 0.12381078 0

26 0.538210 10 0.538210 10 0

27 || 0.116010 ! 0.116010 ! 0

> 27 0 0

Tableau IT1.1 :Performance, pour les différents algorithmes de décodage, des codes concaténés
binaires (105,44) ayant pour code interne le code de Hamming (7,4)
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Considérons un sous-code Bj de By tel que
B, =B @ Bs.

B} est un code linéaire sur ]]j; de longueur ny, de dimension k;; et de distance minimale
!
1,b 2 dl,b-

Soient, #; et #, les isomorphismes ]E—linéaires

91 : ]Ekl,b = Bll

Soit m, un entier positif, on définit les isomorphismes [{-linéaires ©; et ©, par

0, : ]I‘Z,ﬁi,b S By
X=(21,...,2n,) = O1(x)=(01(x1),...,01(xn,))
Oy : ]}ZZ;’” S—  Bye

X=(T1,...,%n,) &= O(x)=(0s(x1),...,05(xy,))

Soient & (ne, k1, d1,e) un code linéaire sur szl,b et Ey(ne, ka e, da ) un code linéaire sur ]1‘(‘;;@2,}, ,
on définit

e C; = 0:(&) le code concaténé d’ordre 1 de B et &;.
o Cy = O,(&,) le code concaténé d’ordre 1 de By et &.
Proposition III.18 La somme des codes Cy et Cy sur lf est directe; on pose
C=C &0C.

C est le code concaténé d’ordre 2 admettant By et By comme codes internes, et £ et &
comme codes externes.

preuve : Soit x; = (T11,...,%1,,) € & et Xo = (T21,...,T2p,) € &, alors
@1(X1) = @Q(Xg) = \V/’L, 91(1‘1,2') = 92(1’271'),
or 01(x1,) € By et Oy(x2,;) € By, et la somme de B et By est directe. O

Proposition II1.19 Soit © [’isomorphisme [§-linéaire suivant

. n
© : I, xF;, o B

(x1,X2) = O(x1,X3) = O1(x1) + Oz(x2)
O(x1,%x2) = (01(x11) + Oa2(xa1), ..., 01(x10.) + O2(x9,,.))

O’I\L X1 = (.1'1’1, N ,xl’ne), et X9 = (1'2’1, N ,xzyne).
Alors C le code concaténé d’ordre 2 de By, By, et £1,&> est égal a
C=0(& x &)

ot &1 X Ey est considéré comme un ]E—espace vectoriel.
C est un code linéaire sur ]E, de longueur nyn., de dimension ki pki o + ko pko . et dont la
distance minimale est supérieure ou égale a min(dy pd ¢, dapds ).

preuve : cf. preuve plus générale de la proposition II1.21. O



3. Codes concaténés généralisés 97

3.1.2 Codes concaténés d’ordre m
Soient m codes linéaires sur [f de méme longueur
1 S S S m, Bs(nb; ks,b + k(s+1),b +...+ km,ba ds,b)a

tels que B,, C B,,_1 C ... C By C By.
Pour tout s, 1 < s < m, on choisit un code B tel que

o s<m,Bs=DB.® B,
o B, =08,

Pour tout s, 1 < s < m, B est un code linéaire sur ]E de longueur n;, et de dimension k.
De plus, on a

B, =P B.. (T11.16)
s=1

Pour tout s, 1 < s < m, fixons ; un isomorphisme [f-linéaire
0 ]Eks,b = B;
Si n. un entier positif, on définit alors I'isomorphisme [f-linéaire O,

O : Fee, & B
q

X=(21,...,2n,) = O4(x)=(0s(x1),...,0s(xn.)).
Pour tout code linéaire & (ne, ks e, ds ) sur H‘zks,b, O, nous permet donc de définir
Cs = O4(E&s)
le code concaténé d’ordre 1 de B, et &;.

Proposition II1.20 La somme des codes (Cs)i<s<m sur [ est directe.

preuve : Pour tout s, soit x; = (25,1,...,%s,,) € &, alors
m m
> Os(xs) =0=Vi, Y O(zs;) = 0.
s=1 s=1

Or 0s(zs,) € B, pour tout s, et la somme @7, B, est directe, donc pour tout s et pour tout
i, Ts; = 0, donc pour tout s, x; = 0, d’ou le résultat. O

Définition III.5 Soient (Bs(ny, Yoit s kip, dsp))1<s<m, une suite décroissante de m codes li-
néaires sur If, appelés codes internes, et (Es(ne, kse, dse))1<s<m, une suite de m codes liné-
aires sur szs,b , appelés codes externes.

Pour tout s, 1 < s < m, choisissons un code B, tel que B, @ By, = Bs et B, = B,,.
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Pour tout s, 1 < s < m, notons Cs le code concaténé d’ordre 1 de B, et E. Le code
concaténé généralisé C d’ordre m admettant les Bs comme codes internes et les £ comme
codes externes, est défini comme étant la somme des Cg

c=@ac..
s=1

Proposition II1.21 Soit © l’isomorphisme {-linéaire suivant

O : Fe x...xFe o B
q = qm™

(X1, .0y Xm) = O(Xy, ..., X)) = O1(x1) + ... + Op(xin)-

Alors C le code concaténé d’ordre m des By et des E; est égal a

C=0 (ﬁ £,) (I11.17)

s=1
ot [T, Es est considéré comme un [f-espace vectoriel.

C est un code linéaire sur H‘E, de longueur nyn,, de dimension Y ;" kg pks e, dont la distance
minimale est supérieure ou égale G Miny <<y, (dspds.e).

preuve : D’apres la définition IIL.5, tout élément x de C s’écrit de facon unique comme
somme d’éléments de Cs, 1 < s <m

X=01(x1)+... +Op(xm), ouVs, x4 €&

d’on (IIL.17).
La dimension de Cy est ks ks d’apres la proposition II1.19. Donc la dimension de C est
ZT:l ks,bks,e-

Montrons par récurrence sur m l’énoncé suivant

(Pp) Tout code concaténé d’ordre m a une distance minimale > 1£ni<n (dspds.e).
SsSSm

e (P) est vrai car C est alors un code concaténé d’ordre 1.

e Supposons (Py,_1) vrai. Soit x = (xy,...,2,. ) € Cet x; = (X11,...,T1,,) sa projection
sur C; parallelement a @}, Cs. On distingue deux cas

x; # 0 : dans ce cas, d;, au moins des coordonnées de x; sont non nulles car x; est
un mot de &;, code dont la distance minimale est d; .. Comme z,; # 0 = z; # 0,
di . au moins des x; sont non nuls. Puisque B; a pour distance minimale d,; et
que x; € By, on a
Ne
wy(x) =Y wy(z;) > dipdie.
i=1
x; =0 : dans ce cas on a x € @', Cy, qui est un code concaténé d’ordre m <1, donc
en utilisant 1’hypothese de récurrence

wy(x) > 21g§i§nm(ds,bds,e).
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3.2 Deécodage des codes concaténés d’ordre m

Soit un entier m > 1. Pour tout s, 1 < s < m, on considere

e le code interne By muni d’un algorithme de décodage d’erreur ~y, borné par la distance
minimale, on suppose de plus que cet algorithme respecte la distance de Hamming,

e le code externe £ muni d’un algorithme de décodage d’erreur et d’effacement ®, borné
par la distance minimale,

e B! un sous code de B; et Cy le code concaténé d’ordre 1 de B et &,

e enfin C est le code concaténé d’ordre m admettant les B, comme codes internes, et les
&s comme codes externes. C’est-a-dire C = @I~ Cs.

Nous allons décrire un algorithme de décodage par récurrence. Plus précisement, nous
allons montrer que le décodage d'un code concaténé d’ordre m est équivalent au décodage
partiel d'un code concaténé d’ordre 1 puis au décodage d’un code concaténé d’ordre m < 1.
Cet algorithme est directement inspiré de celui donné par V. Zinoviev [104] dans le cas non
linéaire.

Proposition I11.22 Soit Uy un décodeur partiel de Block-Zyablov du code concaténé Cy de
By et & par rapport a By (cf. proposition II1.10). Soit Wy un algorithme de décodage du code
concaténé d’ordre m <1, @i, Cs.

On considere l'algorithme de décodage V défini par

00 si Uy(y) = 00

Vy € ]Ehbne, U(y) = { U, (y) + Uy(y ©U(y)) sinon

Si Wy est borné par ming <<y (dspdse), alors U est borné par ming<s<m(dspdse).

preuve : Soient x € C ety € H*Z“b"e tels que

. dsbdse
dH(x,y)<121§nm( 5 ).
On a
X=X +Xo+ ... +Xp,
avec Vs, X, € C; et on pose
X =%x9+... +%X,,.

Puisque Uy est borné par miny<s<p,(dspds), on a

dspd
Vz e ", dp(x',2) < ,min ( sb-se

)= Uy(z)=x' =%+ ... +Xp. (IT1.18)
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Puisque W, est un décodeur partiel de Block-Zyablov de C; par rapport a By, on a d’apres
la, proposition II11.11

dl,bdl,e

Vz e Eh"”e, dp(x=x; +x,z) < = U (z) = x4, (111.19)

car X' € By et By = B} & B.

Donc si

. dsbdse

)7

donc d’apres (I11.19), ¥4 (y) = x;. On pose alors
y=y&U (y) =y ex;.

Ce vecteur vérifie

)7

. ds dse
dg(x',y') = du(x &x1,y ©x1) = du(x,y) < 12I§I<nm(bT

donc d’apres (I11.18),
Uy(y)=x'"=xo+... +xp

et
U(y)=x1+X2+... + X, =X.

O

Définition II1.6 SoitC =C; ... ®C,p, un code concaténé d’ordre m, on appelle algorithme
de Block-Zyablov de C, l’algorithme U défini récursivement par

1. Sim =1,V est un décodeur de Block-Zyablov du code concaténé C d’ordre 1.

2. Sim > 1,V est défini par

bTe _ ) s1 Wi(y) = o0
Vy € ]Eh , U(y) = { U, (y) + Uy(y &y (y)) sinon

ou Wy est un décodeur partiel de Block-Zyablov du code concaténé de By et & par
rapport a By, et Uy est un décodeur de Block-Zyablov du code concaténé d’ordre m <1
Co®...dC,,.

Proposition I11.23 Soit ¥ un décodeur de Block-Zyablov du code concaténé C d’ordre m.
Alors U est borné par ming<s<m(dspdse).

preuve : C’est une conséquence immeédiate de la proposition T11.22. O
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3.3 Evaluation des codes concaténés généralisés

Proposition 111.24 Soit un code concaténé d’ordre m,

Pour tout i, on note V; le décodeur de partiel Block-Zyablov du code concaténé C;.

Soit U le décodeur de Block-Zyablov du code concaténé C d’ordre m.

Un motif d’erreur e € H‘Zhb”e est corrigible pour C par V¥, si et seulement si pour tout i, il
est corrigible pour C; par ;.

preuve : Nous allons montrer ce résultat par récurrence sur 1’ordre m.
e il est vrai a lordre 1 car ¥ = W,.

e Supposons le résultat vrai pour tout code concaténé jusqu’a l'ordre m < 1.

Soit ¥’ le décodeur de Block-Zyablov du code concaténé C' = @", C; d’ordre m < 1.
Il suffit de montrer que e € H‘Z”’”e est corrigible pour C par ¥ ssi il est corrigible pour
Ci par ¥, et pour C' par V'

Soit e € H‘Zhb”*’f, xXel,xielC,etx=x;+x" €C.
— Si e est corrigible par V¥, alors
U(x+e)=x=x +x,

donc
Uy(x; +x +e)=xp, et ¥ (x'+e) =%,

car la décomposition x = x; + x’ est unique. Donc e est corrigible par ¥', et
d’apres la proposition I11.17, il I'est également par ;.

— Réciproquement si

U, (x; +e) =x, et \Il'(xl +e)= x',

alors on a également
\Ijl(Xl + X, + e) = Xq,

et on en déduit immédiatement que e est corrigible pour W.
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Chapitre IV
Codes Produit

Les codes produit ont été introduits par Elias en 1954 [33], qui les appelait alors “codes
itérés”. Ces idées ont été reprises ensuite par Calingaert en 1961 [17], puis par Burton et
Weldon en 1965 [15], qui ont été les premiers a utiliser le terme “code produit” et qui se
sont intéressés plus particulierement au produit de codes cycliques. On peut ensuite citer
Goethals [38], Kasami [52] et Gore [42] qui ont utilisé, entre les années 67 et 70, la structure
des codes produit pour obtenir des résultats sur la métrique de certains codes cycliques.
L’essentiel des travaux significatifs sur les codes produit ont été théoriques, et mettent en
relief ces codes en tant qu’objets algébriques.

Des idées sur le décodage des codes produit sont données des leurs origines, mais il a
fallu attendre 1972 pour que Reddy et Robinson [79] donnent un algorithme de décodage
borné par la distance minimale, en s’inspirant des idées de Forney sur le décodage GMD
(Generalised Minimum Distance) [36].

Dans ce chapitre nous commencons par énoncer dans la section 1 la définition ainsi que
les propriétés qui nous ont semblé importantes des codes produit.

La section 2 traite du décodage des codes produit avec en particulier deux algorithmes, un
premier “élémentaire” borné par la moitié de la distance minimale seulement, et 1’algorithme
de Reddy-Robinson que nous généralisons pour un corps quelconque ; celui donné par Reddy
et Robinson dans [79] se limite au cas binaire. Cette généralisation utilise des techniques
proches de celles du décodage de Block-Zyablov des codes concaténés.

Dans les sections 3 et 4, les codes produit sont évalués pour le décodage des effacements
seuls puis celui des erreurs seules. Ces évaluations utilisent les outils mis en place dans le
chapitre I, a savoir le polynéme des motifs corrigibles et la capacité de correction.

La section 5 décrit le résultat de simulations tres poussées menées sur des produits de
codes de Reed-Solomon. Nous constatons que la capacité de correction de certains de ces
codes est tres élevée, en tout cas tres supérieure a leur distance minimale. En particulier
pour un taux d’erreur résiduel de 107 le code RS(15,7,9) ® RS(15,7,9) a une capacité de
correction égale a 179, supérieure a la borne de Singleton, alors que sa distance minimale
n’est que de 81.

Enfin la section 6 donne quelque éléments permettant d’estimer la complexité de décodage
des codes produit. Nous montrons que celle-ci est faible, et méme comparable par symbole
transmis a celle des codes composants nettement moins performants.
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1 Définitions — Propriétés

1.1 Définitions

Dans toute cette section, on considere C; and Cy, deux codes linéaires sur [f de parametres
Ci(ny, ki, dy) et Cy(ng, ks, dy) pour la métrique de Hamming.

Définition IV.1 Le code produit C7 @ Cy de C; et Cy est [’ensemble des matrices M de
taille ny X ny vérifiant :

e chaque ligne de M est un mot de code de CY,

e chaque colonne de M est un mot de code de Cs.

1.1.1 Représentation des codes produit comme polynémes a deux indétermi-
nées

Pour tout entier n, ]Eh est isomorphe en tant que [{-espace vectoriel & espace des polynomes
a une indeterminée sur [f de degré au plus n < 1. Tout mot de H‘Z”

a= (0,0, ai, ... ,an_l)
est identifié au polynome
a(X)=ao+a; X +... +a, X"\

De méme, on peut identifier, en tant que [f-espace vectoriel, 'ensemble des matrices de
taille ny X n; & I'ensemble des polynomes & deux indéterminées X et YV sur [, de degré au
plus ny <1 en X, et ny <1 en Y. La matrice

Qo0 Qo,1 e ap,ni—1
A= (Zl.’[) al‘,l e 0,1’77:1,1
Uny—1,0 Qny—1,1 --- Opy—1n—1
sera ainsi identifiée au polynome
AX,Y) = > ai; XY".

0<i<n2,0<5<n

Cette identification nous permet de définir le code produit C; ® C5 comme un ensemble
de polynomes

na—1 ) ni—1 )
AXY)eCi®C & AX,Y) = 3 (X)Vi= 3 (V)X (IV.1)
=0 j=0

ol
Vi, 0<i<mny, 2(X)eCy et Vj, 0<j<ng, y;(Y) e Cs.
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1.1.2 Les parametres des codes produit

L’espace vectoriel des matrices n x m sur [f' sera noté M,(n, m).

Nous allons montrer ici que le code produit C; ® Cy est un code linéaire sur [f' de para-
metres

N = ning, K= klkz, D= dldg,

ou N, K et D sont respectivement la longueur, la dimension et la distance minimale du code
produit.

Un schéma de codage simple. Soient GG; et G5 des matrices génératrices de C et Cj
sous forme systématique,
Gi:(lki\Pi ) i=1,2.

Ot I}, est la matrice identité de M, (k, k) et P; € M,(n; <k;, k;). Soit application [-linéaire
o Mq(kg, kl) S o Mq(nz, 77,1)

X Xxp
X e )= ( PX tP2X1131>

Proposition IV.1 Le morphisme ® est injectif et l'image de M (k2, k1) par ® est égale au
code produit Cy @ Cy.

preuve : ®(X) =0 X =0 est clair. Soit X € M,(ks, k), chacune des lignes de ®(X)
est de la forme
(X‘XPl ) =xG, € (4, oﬁxeﬂ‘z“.

Le résultat s’obtient pour les colonnes par transposition. O
Corollaire IV.1 La dimension de Cy @ Cy est K = kiks.

Remarque IV.1 En plus de la dimension des codes produit, la proposition IV.1 nous fourni
avec le morphisme ® un algorithme de codage.

La distance minimale. Pour determiner la distance minimale du code produit C ® Cy
nous utiliserons la représentation des mots par des polynomes a deux indéterminées.

Proposition IV.2 Soient z(X) € Cy et y(Y) € Csy, alors
AXY) =2(X)y(Y) € C1 @ (s,
ot le produit x(X)y(Y) est le produit usuel des polynomes. De plus on a

wy(A) = wp(r)wn(y).
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preuve : Posons

2(X) = s+ X+ +zp XM
y(Y) = yo+unY ... Fyp, Y™

on a alors . )
ng— ) ni— )
AX,Y)e(X)y(Y) = > a(X)yY' = Y y(V)a; X7

i=0 §=0

donc A(X,Y) vérifie (IV.1), ce qui prouve son appartenance au code produit.
Le poids de Hamming d’un polynome est égal a son nombre de monoémes, on a donc bien
wi(A) = wy(@)w (y). O

Le corollaire suivant est immédiat.

Corollaire IV.2 La distance minimale de C, @ Cy est D = dd.

1.1.3 Dual d’un code produit

On pose
C(N, K, D) = 01 X CQ, N = ning, K= klkz, D= dldz.

C* le code dual de C est un code linéaire sur [f, de longueur N et de dimension N < K.

Proposition IV.3 Le code dual de C est égal au [f-espace vectoriel

Ct=(CT @)+ (" @ Cy).

preuve : Notons pour l'instant

¢ =t o B) + (B 00,
nous allons montrer que C' = C*.

Le produit scalaire de deux matrices de M,(no,n1) est égal a la somme des produits
scalaires des lignes, ou de fagon équivalente, a la somme des produits scalaires des colonnes,

c’est-a~dire, si M, M' € M (ns,nq)

my m;, 1
M = : , M' = : , (M, M"y = Z (m;, m}). (IV.2)
mn2_1 m;’),g—l =0

Pour montrer ¢’ C C*, il suffit de montrer Ci- ® IE?” C C*, lautre inclusion étant
symétrique.

Soit M' € Cit ® H';h?, M’ est une matrice dont les lignes sont dans Cf, les colonnes
étant quelconque. D’apres (IV.2) son produit scalaire avec un élément M € C; ® Cy vaut
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2. H(my, m!}), ol pour tout i, m; € Cy et m, € C{-, donc (M, M') =0, et M' € C*. D’out
'inclusion C' C C*.
On a
(Crel)n({ e C;) =Cr o0y,
en effet une matrice qui a simultanement toutes ses lignes dans Cf, et toutes ses colonnes

dans C5-, est par définition dans le produit de ces deux codes.
Calculons la dimension de C’,

dimC' = dim(C}" ® ") + dim(" ® Cy) <dim((C" @ ) n (" © Cy)),
donc
dim(C' = (n1 <:>k1)n2 + 1y (77,2 <:>k2) <:>(TL1 <:>k1)(n2 <:>I{?2) =niny <kiks
qui est précisément la dimension de C*, d’ott le résultat. O
Définition IV.2 On appellera ensemble de positions d’information d’un code linéaire sur [

de dimension k un ensemble de k positions telles que la projection du code sur ces positions
soit égale a ]Ek

Proposition IV.4 Soit C(n, k,d) un code linéaire sur lf de distance duale d*, la restriction
de C a tout ensemble de r < d*- <1 positions contient chaque r-uple exactement ¢ fois,
et d+ <1 est le plus grand entier ayant cette propriété.

preuve : cf. [67, Ch. 5, Th. 8, p. 139]. O

Remarque IV.2 Cette propriété est montrée pour un code non nécessairement linéaire par
Delsarte dans [28] et est équivalente a dire que I’ensemble des mots d’un code forment un
tableau orthogonal de force d*- <1 (cf. [13] et [67, p. 328]).

Corollaire IV.3 Soit un code C(n, k,d) surl{ de matrice génératrice G et de distance duale
d-. On a

1. Toute famille de r < d*+ <1 colonnes de G est libre.

2. Toute famille libre de k colonnes de G correspond a un ensemble de positions d’infor-
mation de C.

3. Tout ensemble de r < d* <1 positions est inclus dans un ensemble de positions
d’information de C.

preuve : Ces propriétés sont des résultats classique d’algebre linéaire, conséquences directes
de la proposition IV 4. O

Lemme IV.1 Soient di- la distance duale de Cy et dy la distance duale de Cs.
La restriction de C, ® Cy a toute sous matrice de taille (dy <1) x (di- 1) contient chaque
matrice de M,(dy <1,d- ©1) ezactement ¢Fk2=(d =1 =1) fo;s.
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preuve : Considérons un support d’éléments de C ® C5 constitué d’une sous-matrice
(dy 1) x (di <1). Ce support correspond au choix d'un ensemble de di <1 positions de
colonnes et d’un ensemble de dy <1 positions de lignes.

[’ensemble des di- <1 colonnes est inclus d’apres la corollaire IV.3 dans un ensemble de k;
colonnes correspondant & des positions d’informations de C, de méme I’ensemble des dy <1
lignes est inclus dans un ensemble de k5 lignes correspondant a des positions d’informations
de CQ.

Supposons sans perte de généralité que les positions d’informations de C (resp. Cy) sont
les k1 (resp. ky) premiéres. Lorsque 1’on projette C; ® Cy sur la sous-matrice ky x ki décrite
plus haut, on obtient exactement une fois chaque matrice ky x k; sur [f. Comme la matrice
(dy <1) x (di- 1) choisie initialement est incluse dans cette matrice ko X ki, on a le résultat.
(I

Proposition IV.5 La distance duale de C = C} ® Cy est égale a min(di, dy).

preuve : Soit D la distance duale de C, ¢’est-a-dire la distance minimale de C*+ = (Ci- @
) o (I © Cy).

Il existe un élément non nul de ClL ® ]Eh? de poids df. De méme il existe un élément non
nul de H‘Z”l ® Oy de poids dy, donc D+ < min(di, dy).

Soit un mot de C* de poids < min(dy, dy ), ce mot a son support inclus dans une matrice
(dy 1) x (di <1). Or d’apres le lemme IV.1, on peut trouver un mot de C; ® Cy ayant des
valeurs arbitraires sur cette sous-matrice.

Le mot de C* doit étre orthogonal & tous les mots du code, donc dans le cas que nous
considérons, il doit étre nul, et donc D+ > min(di, dy). O

1.2 Distribution des poids d’un code produit

Nous considérons les codes C(nq, ki,dy), Cay(ng, ko, ds) et C; @ Cy = C(N, K, D) linéaires
sur Hf;, avec N = ning, K= klkg, D = dldg.

1.2.1 Les poids faibles

Pour un code donné C', nous noterons A4;(C'), le nombre de mots de C' de poids i.

Lemme IV.2 Soient C(n,k,d) un code linéaire sur f x,y € C' de poids d. Si x ety ont
meéme support, alors ils sont proportionnels.

preuve : Soient x = (zg,...,Tp_1),Y = (Yo, -, Yn_1) € C de poids d et de méme support.
Soit ¢ dans le support commun. On a x; # 0 et le mot z = y;x; 'x &y € C s’annule en
position i, d’'ott wy(z) < d et z = 0, d’ou le résultat. O

Proposition IV.6 Le nombre de mots de code de C' = C1 ® Cy de poids D = didy est

1

Ap(C
D() qg&e1

Ag (C1)Ag, (Co), (IV.3)
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et il n’y a aucun autre poids inférieur a D + min(dy, ds), c¢’est-a-dire
Ay(C)=0 (IV.4)
pour tout w tel que D < w < D + min(dy, dy).

preuve :

1. w=D.

Tout mot de poids dids a pour support une sous-matrice dy X dy, sinon on a plus de
ds lignes non nulles ou plus de d; colonnes non nulles et le poids est supérieur a d;d,.

D’apres le lemme IV.2, toutes les lignes sont proportionnelles et toutes les colonnes
sont proportionnelles. Donc un mot de poids minimal de C; ® C5 sera de la forme

T2,0X1
‘ . ‘ T9,1X1
@(X1;X2) = ( T10X2 T11X2 ... Tin—1X2 ) = . )
Lo n,—1X1
ou
X1 = (%,0@1,1, R ,Il,n1—1) € (Ch,
X9 = (I2,0,$2,1, e ,$2,n2—1) € Cs.
D’apres 1’'équivalence
i 1 X1 = )\Xll
O(x1,x3) = O(x],x5) & IA e [, Ny — x! (IV.5)
= Xy

on peut affirmer que chaque mot de poids d;ds est obtenu exactement g <1 fois par la
construction ©, d’ou (IV.3).

2. D<w<D +min(d1,d2).

Un mot de poids > D doit avoir soit une ligne de poids > d;, soit une colonne de poids
> dy, donc doit avoir soit plus de d; colonnes non nulles, soit plus de d5 lignes non nulles,
donc dans tous les cas le poids d’un tel mot est supérieur ou égal & D + min(d;, dy).

O

Corollaire IV.4 5i C, et Cy sont MDS, et C = C; ® Cs, alors

Ap(C) = (¢ &1) (Zi) (Zz) (IV.6)

preuve : Le nombre de mot de poids d d'un code MDS (n, k,d) est [67, p. 320] (¢ <:>1)(Z).
O

Il est possible de connaitre la distribution des poids des codes produit jusqu’a dids +
max(dl, dg)
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Proposition IV.7 [92] Si dy < dy, alorsVi, 0 < i < dy/ds, on a
1
A+ (C) = mz‘ldﬁi((h)AdQ(Cz), (IV.7)

et les autres poids sont nuls

Vw, didy < w < dids —|—d1, dy ){w, Aw(C) =0.

preuve : w < didy+dy, il y a exactement dy lignes non nulles, sinon le poids serait supérieur
ou égal & dydy + dy. On pose i = w/dy <dy, chacune des lignes a un poids égal & d; + i, sinon
une des colonnes aurait un poids < ds, donc ¢ est entier, de plus d’apres le lemme IV.2 toutes
les colonnes sont proportionnelles, donc toutes les lignes également, tous les mots de poids
w sont donc obtenu a ’aide de ©, et chacun d’eux est obtenus ¢ <1 fois de cette maniere,
donc pour tout i < dy/dy on a (IV.7). 0

1.2.2 Les moments de la distribution des poids

Proposition IV.8 Soit C un code de longueur n sur I, et soit d* sa distance duale.
Les d+ <1 premiers moments de la loi de distribution des poids de C sont égaur auzw
moments de la distributions des poids de H‘Zh

preuve : Les identités de Pless [67, p. 131] nous donnent les différents moments de la
distribution des poids de C:

Vs, g (;) A;(,f) _ qi ;0(@1)2' (” ‘:”) Ay (IV 8)

=

donc pour s < d*:

> <Z> A0 _1 (n> (IV.9)

m\s) & ¢

si C =", alors C*+ = {0}, donc (IV.8) nous donne
“ (A 1 (n

e IvV.1
Vs, ZZ; <s> = pm (S> (IV.10)

les équations (IV.9) et (IV.10) nous donnent 'égalité des d <1 premiers moments binomiaux,
donc le résultat est également vrai pour les moments polynomiaux, donc

1 &, 1 &
Vs, q—nZz Ai(Igh):q—kZZ Ai(C).

i=$
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1.3 Code produit et codes concaténés

On suppose que C et Cy sont sous forme systématique et ont pour matrices génératrices

Glz(lkl‘Pl),etGQZ(IkQ‘PQ)

Proposition IV.9 Le produit de codes est distributif par rapport a la somme directe. Au-
trement dit, si Cy, Cy et CY sont des codes linéaires et que la somme de Cy et C} est directe,
alors :

C1 ®@(CodCy) = (C1 @ Ch) & (Cr @ CY).

preuve : Il est clair, si 'on revient & la définition, que C; ® Cy C C; ® (Cy @ (), et de
meéme que C; @ C) C € ® (Cy & C). L’égalité des dimensions nous donne ’égalité de la
somme de ces [f-espaces vectoriels.

Enfin la somme est directe car si M € C; @ Cy et M € C) ® C} alors toutes les colonnes
de M sont dans Cy U C, = {0}, et donc M = 0. On a bine C; ® C, UCy @ C}, = {0}. O

Proposition IV.10 On suppose que le code Cy est sous forme systématique. Pour tout i,
0 <i < kg, soit e; I’élément de Cy dont les ky premieres composantes sont nulles, execpté la
1-eme qui vaut 1.

Soit Cy; le code engendré par e;, Cy; est un code linéaire sur If dont les paramétres sont
(ng,1,ds; > ds). On a

ka2—1 ko—1
@ 02,1' = 02, et 01 & CQ = @ Cl & 02,1'-

preuve : (€;)o<i<k,—1, est une base de Cy et les Cy; sont 2 a 2 disjoints, on a donc la
premiere somme directe. La deuxieme se déduit de la proposition IV.9. O

Proposition IV.11 Soient les isomorphismes

0; : ]E < C’Q,i
T Kk Te;

et
O, : ]Em S Oy
X = (T1y...,%n,) ©— 0;(x)=(0i(z1),...,0i(zn,))-

Ci = {0i(x) | x € Cy} est le code concaténé de Cy; et Cy, on a C; = Cy ® Cy; et donc

k2—1

C=Ci®C,= P C. (IV.11)
=0



112 Chapitre 1V. Codes Produit

preuve : L’égalité C; = C| ® Cy; est évidente lorsqu’on représente 1’élément O;(x) par la
matrice

(xl fe; | ... | ap, tei) =x'e; € My(ny,n)
ol le produit dans le terme de droite de 1’égalité est un produit de matrice, c’est-a-dire ou
I'on considere que Cy ;"' C M(ng, ny). O

Bien entendu on peut également définir cette somme directe en intervertissant les roles
de 01 et 02.

Corollaire IV.5 Le code produit Cy ® Cy est égal au code concaténé généralisé d’ordre ko
dont les ky codes internes sont

,
Br = ED 02,1'
i=1
pour r € {1,... ko} et dont les ko codes externes sont égauz a C\.

2 Décodage des codes produit

2.1 L’algorithme élémentaire

Nous supposons que nous possédons des algorithmes de décodage ¥, et ¥y pour C et pour
C5 respectivement.

Dans une matrice ny x n; d’élements de [f, lorsque nous parlerons de décoder une ligne
ou une colonne, il s’agira de

e corriger la ligne (resp. la colonne) dans la matrice si ¥; (resp. ¥y) appliqué a cette
ligne (resp. cette colonne) retourne un mot de C; (resp. Cy).

e ne pas modifier la matrice sinon.

Nous considerons 1’algorithme de décodage suivant :

Algorithme A,

Etape 1. décoder successivement chaque ligne puis chaque colonne a ['aide de
Uy, puis V.

Etape 2. si la matrice est un mot du code produit — SUCCES

Etape 3. sila matrice a déja été obtenue précédemment a cette étape — ECHEC

Etape 4. — Etape 1.

Remarque 1V.3

1. I’étape 3 doit étre différente en pratique, on ne peut en effet pas garder en mémoire
le résultat apres chaque itération.
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2. L’algorithme élémentaire en une seule passe, c’est-a-dire en ne conservant que ’étape 1,
s’apparente a l’algorithme naif de décodage des codes concténés.

Proposition IV.12 Si U, et U, sont linéaires, alors lalgorithme Ay est linéaire.

preuve : l'algorithme A, est une suite de décodages de lignes et de colonnes par ¥, et WUy,
si ces deux décodeurs sont linéaires alors il en est de méme pour I'algorithme Aj. O

Proposition IV.13 Si U, [lalgorithme de décodage de Cy est borné par Iy impair, et Uy
Ualgorithme de décodage de Cy est borné par ly impair, alors lalgorithme Ay est borné par
%. Autrement dit, tout motif d’erreur de poids inférieur strictement a W est

corrigible.

preuve : Un motif d’erreur non corrigible par Wy (resp. Wy) est de poids au moins égal a
DAL (resp. 1)

Soit un motif d’erreur pour le code produit de poids inférieur strictement a %,

au plus lZT_l lignes ne sont pas corrigibles par ¥y, sinon le poids du motif serait au moins

égal a lQT“hT“, correspondant a au moins ZQTH lignes dans lesquelles 1’erreur est de poids au
moins LH,
Donc pour chaque colonne on a au plus l22_ L erreurs, et le motif est corrigible. O

Proposition IV.14 S’il existe un motif d’erreur non corrigible par Vi de poids w; et un
motif d’erreur non corrigible par Uy de poids wq, alors il existe un motif non corrigible de
poids wiws pour 'algorithme Ay

preuve : Pour i = 1,2, soit e;(X) la représentation polynomiale d’un motif de poids w;
non corrigible par ¥;, on pose m;(X) = ¥;(e;(X)) si ¥;(e;(X)) # oo, m;(X) = e;(X) sinon.
Notons que ¥;(m;(X)) = m;(X).

Le motif d’erreur du code produit dont la représentation polynomiale est e;(X)ey(Y)
est non corrigible, en effet apres correction des lignes le motif devient m;(X)ex(Y), apres
correction des colonnes il devient m(X)ms(Y'), et il ne sera plus modifié par la suite. L’image
de e;(X)es(Y') par lalgorithme est donc non nulle, et ce motif a pour poids wyws. O

(d141)(d2+1)

5 est la meilleure

Corollaire IV.6 Quels que soient les algorithmes Wy et Uy,
borne possible pour l'algorithme Ay.

% pour Wy, ainsi que
pour ¥,, donc il existe toujours un motif de poids

preuve : Il existe toujours des motifs non corrigibles de poids <

des motifs non corrigibles de poids < 921

T2
< M“(dﬁl) non corrigible par A,.

(d141)(d2+1)

Enfin si ¥ et ¥, sont bornés par la distance minimale, alors A4 est borné par 5 )

O
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2.2 L’algorithme de Reddy-Robinson

L’algorithme de Reddy-Robinson est plus sophistiqué que 'algorithme élémentaire, en re-
vanche, il est borné par la distance minimale, donc est capable de corriger certain motifs non
corrigibles par I'algorithme élémentaire.

On définit pour tout 7, 0 <7 < ngy, le code Cy; C Cy engendré par un vecteur e; dont la
i-ieme position est égale a 1.

Soient, les isomorphismes

0; : ]E > C’Q,i
xr k= Tre;
et ©, =0;"".

Comme dans la section 1.3, le code produit C; = €, ® Cy; = ©,(C}), est égal au code
concaténé de Cy; et Cy. Et puisque Cy; C Cy on peut définir le décodeur partiel de Block-
Zyablov de C; par rapport a Cy que nous noterons V.

La construction de ce décodeur partiel nécessite la connaissance d’un supplémentaire C ;
de Cy; dans (. En effet, la projection m; de Cy dans Cs; parallelement a 52,2- est utilisée
dans la définition de ¥; (cf. proposition II1.7 page IIL.7).

Prenons pour Cy; Iensemble des mots de Cy dont la i-itme composante est nulle. Cy;
est un [{-espace vectoriel et on a bien Cy; & Cs; = C.

Définition IV.3 Définissons ¥ pour M € M,(na,n1) par

O ' (¥o(M))
(M) = :
051 (Tnp—1 (M)

L’algorithme de décodage d’erreur ¥ est appelé décodeur de Reddy-Robinson de C.

On a le résultat suivant.

Proposition IV.15 Le décodeur de Reddy-Robinson d’un code produit C = Cy(ny, k1,d;) ®
Cy(na, ks, ds) est borné par la distance minimale dyds.

preuve : Pour tout 7, 0 < i < ny, ¥; le décodeur partiel de Block-Zyablov de C; est borné
par dyds. Ici nous identifions 2" = M, (ny, ny), et Cy"' = [ ® Cy;. La proriété (II1.12)
s’énonce alors pour tout M € M, (ny, ny), pour tout x € C; et pour tout M’ € H*Z” ® Oy,

dydy

Soit la matrice A € C1 ® Cs,
Q0,0 ap,1 - ao,ny—1
ai,0 ai,1 - A1, -1

Apy—1,0 Apy—1,1 --- Apy—1n;—1
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On veut montrer que ¥ est borné par d;d,, c’est-a-dire

did
VM e My(ny,n1), d(A,M) < % = U(M) = A.

Soit M € M,(ny, ny), tel que

dp(A, M) < %.

Posons a; = (ai g, .-, 0in, 1), la matrice A <0;(a;) est dans C; ® Cy;, car A € C} ® Cs et
©;(a;) € C1 ® Cy, et ces deux matrices ont la méme i-ieme ligne. Donc W;(M) = ©;(a;) pour
tout 2. On a donc par définition

05 (To(M)) ag
U(M) = : = : = A
©py—1 (V1 (M)) an,—1
0

Cet algorithme est donné dans le cas binaire dans [79]. On peut en donner une description
différente, qui est une généralisation de l'algorithme donné dans cet article par Reddy et
Robinson pour E.

Le mot recu est une matrice ng X n;.

1. On décode al’aide d'un algorithme de décodage de C5 les n; colonnes, soit e; le nombre
d’erreurs décodées dans la j-ieme colonne, on pose

IS

da
2
da

e; sie; <
Vi, 0<j<m wj:{dj .0z
’ ’ Z sie; >

5 ou si le décodage a échoué.

2. On décode ensuite chacune des lignes a ’aide d'un décodeur d’erreur et d’effacement
de C', en tenant compte des w; obtenus pour chaque colonne.

Comme pour ’algorithme de Block-Zyablov, il y aura plusieurs branches. Dans chacune
d’elle, on remplace progressivement par des effacements les positions les moins “stires”,
c’est-a-dire celles correspondant aux wj; les plus grands.

Plus précisement, siy = (¥o, - - -, Yn,—1) €st la i-ieme ligne apres décodage des colonnes,
on choisira la branche donnant comme résultat un x = (zg,...,x,, 1) € C; tel que
didy
WY(X) < 2 )
ou
ni1—1

Wy(x) = ;} W;(x;),

et
wj S1 IL’j = yj

Vi, Wilz;) = { dy <w; sinon
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ny

mot regu US)

décodeur
colonnes | poids décodés

ny

— —
> >
mot décodeur mot
intermédiaire | : lignes : décodé
> >

Figure IV.1 : Décodeur de Reddy-Robinson

Les deux étapes de cet algorithme sont résumée dans le diagramme de la figure IV.1

Remarque IV.4 Dans l'algorithme de Reddy-Robinson les lignes et les colonnes ne jouent
pas un role symétrique comme c’est le cas dans I'algorithme élémentaire. Il est donc possible,
si le décodage a échoué dans un sens, de recommencer apres avoir transposé la matrice et en
permutant les décodeurs des lignes et des colonnes.

3 Polynéme des motifs d’effacement corrigibles

Considérons le code produit C = Cy(nq, k1,d;) ® Ca(ng, ko, dsy), et supposons que les seules
perturbations pouvant intervenir dans un mot de code sont des effacements.

La notion de scheme et de scheme corrigible que nous définissons dans cette section est
proche de la définition de motif que nous donnons dans le chapitre I.

3.1 Algorithme de décodage d’effacement

On considere v; et 5 deux algorithmes de décodage d’effacement de C; et Cy capable de
corriger d; <1 et dy <1 effacements respectivement et jamais plus.

On considere I'algorithme de décodage suivant :



3. Polynome des motifs d’effacement corrigibles 117

Algorithme Aj;

Etape 1. décoder successivement chaque ligne puis chaque colonne a ['aide de
Y1 0U V2.

Etape 2. si la matrice ne contient plus d’effacements — SUCCES

Etape 3. si la matrice n’a pas été modifiée lors de [’étape 1 — ECHEC

Etape 4. — Etape 1.

On est assuré de la terminaison de cette algorithme car le nombre d’effacements va
décroitre strictement jusqu’a un certain rang, a partir duquel le motif d’effacement va rester
le méme, si ce motif est nul, alors le mot est décodé, sinon ’algorithme échoue. Dans tous
les cas 1’algorithme s’arrete a ce rang.

3.2 Schemes corrigibles

Définition IV.4
1. Un schéme est un élément de Ms(ng, ny).
2. Le poids d’un schéeme est son nombre de positions éqgales a “1”.

3. On appelle grille d’un scheme la plus petite sous-matrice ms X my contenant le support
du scheme. On dit que la grille est de taille my X my.

Remarque IV.5 Nous utilisons My(ng, ny), ¢’est-a-dire 'ensemble des matrices ny X 1y sur
§ pour décrire les schemes. Nous n'utilisons cette définition que par commodité; en effet
pour les énoncés donnés ici, il suffit que le scheme soit un tableau a ns lignes et ny colonnes
sur un alphabet de 2 symboles.

Définition IV.5 On dit que le schéme M contient le schéme M' et on note M D M’, si le
support de M contient le support de M'.

Soit un couple d’entiers (1, ts), vérifiant 0 < t; < ny et 0 < ty < ngy.

Définition IV.6 On dit qu’un schéme M est réductible pour le couple (t1,t2) s’il posséde
une ligne non nulle de poids < ty, ou une colonne non nulle de poids < ty. Soit M' le schéme
obtenu en remplacant cette ligne ou cette colonne par des “0”, on note M — M.

Remarque IV.6 Toutes les définitions et les propositions qui suivent sont valables pour un
couple d’entier (t1,15). Afin d’alléger ces énoncés nous avons préféré rendre cette référence
implicite.
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Définition IV.7 On dit que le schéme M est réductible en M’ en r étapes, et on note
M = M', s’il existe une famille de schémes (M;)o<i<r, T > 0, tels que

M=My—M —... =M, , - M, =M.

Proposition IV.16 La relation > est une relation d’ordre partiel sur Ms(ng, ny).
L’ordre = est plus fin que l'ordre D, c’est-a-dire M = M' = M D> M'.

La preuve de cet énoncé est omise.

Définition IV.8

1. On dit que M est irréductible si M = M' = M' = M (i.e. M est un élément minimal
pour la relation > ).

2. On note M' > M si M' = M et M irréductible.

Proposition IV.17 Pour tout scheme M, si M>M'" et Mi>M" alors M" = M". Le scheme
M' est alors appelé réduit de M et est noté M.

preuve : Soit M — M, la premiere étape de M > M'.
Puisque M D M", on a également M; D M"  sinon M" serait réductible. L’égalité
M' = M" se montre ainsi aisement par récurrence sur le nombre d’étapes de M > M'. O

Définition IV.9
1. On dit que M est corrigible si M =0.

2. On dit que M est non corrigible si M #0.

Proposition IV.18 Soient M et M' deux schémes. On a

M > M =
M,_@}:>M3M’.

preuve : M est réduit en M en r étapes, nous allons montrer le résultat par récurrence sur
r.

e Sir=0, M= M est irréductible et le résultat est vrai.
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e Supposons le résultat vrai pour r <1, M — M; et M; est réductible en M en r &l

étapes. Il suffit de montrer que M; D M’ pour avoir le résultat.

Tout élément du support de M’ est dans une ligne de poids > ¢; et une colonne de
poids > ty dans M’, sinon M’ serait réductible. Puisque M O M’ c’est le cas aussi
pour M.

Donc aucun des éléments du support de M appartenant au support de M’ n’est affecté
par la réduction M — M, donc M; D M.

Corollaire IV.7 Soient M et M' deuz schémes. On a

M>M = M> M.

Proposition IV.19

1. Un scheme est non corrigible si et seulement si il contient un scheme irréductible non
nul.
2. Soit un scheme irréductible dont la grille a pour taille mo X my, alors my > t1, my >ty
et le schéme est de poids > max(ms(ty + 1), my(t2 + 1)).
3. Tout schéme irréductible non nul est de poids > (t, + 1)(t2 + 1).
preuve :

1. Soit un scheme M non corrigible, alors M > M # 0. D’autre part si M D M’, et M’

est irréductible non nul, alors M > M’, donc M # 0.

Soit un schéme irréductible dont la grille a pour taille ms X mq, on a my > t; et mo > to,
sinon le scheme serait réductible. De plus chacunes des my lignes de la grille a un poids
> (t; + 1), et chacunes des m; colonnes a un poids > (¢, + 1), donc le schéme a un
poids > max(ms(t; + 1), my (s + 1)).

Il résulte immédiatement du point précédent que tout scheme irréductible non nul est
de poids au moins (t; + 1)(ty + 1).
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3.3 Quelques résultats sur les motifs de poids faible

A un motif d’erreur ou d’effacement, on fait correspondre le scheme qui comporte des “1”
en tous les éléments de son support. On confondra dans la suite le motif et le scheme.

Définition IV.10 On appellera séquence de décodage d’effacement pour un motif d’efface-
ment du code produit C = C; ® Cy, une suite finie de décodage effectif d’une ligne par v, ou
d’une colonne par 7s.

On dira qu’une séquence de décodage est achevée pour un motif d’effacement si aucun
effacement ne peut plus étre corrigé par le décodage d’une ligne ou d’une colonne.

On dira qu’une séquence de décodage est correctrice pour un motif d’effacement M si le
motif résultant de M par la séquence est le motif nul.

Proposition IV.20 Soit M un motif d’effacement pour le code produit C7 ® Cy, M est
corrigible pour 'algorithme As si et seulement si son schéme correspondant est corrigible
pour (dy <1,dy <1).

preuve : Il est clair qu'une réduction “—” est strictement équivalente au décodage d'une
ligne ou d’une colonne, donc M > 0 si et seulement si le motif d’effacement M est corrigible.
O

Corollaire IV.8 Toute séquence de décodage achevée agissant sur un méme motif d’efface-
ment aboutit au méme résultat. Le schéeme correspondant a ce résultat est irréductible.

Proposition IV.21 Il n’existe aucun motif d’effacement non corrigible de poids < dids. Le
nombre de motifs d’effacement non corrigibles de poids didy est égal a

(i) (1)

preuve : Le scheme correspondant a un motif non corrigible contient un scheme irréductible,
donc d’apres la proposition IV.19, il est de poids > dyd».

Soit un motif d’effacement non corrigible de poids d;ds, on considére le scheme corres-
pondant, il est de poids d;dy, donc d’apres la proposition IV.19 il est irréductible et sa grille
est de taille dy x dy, donc son support est égal a sa grille.

Le nombre de motifs d’effacement corrigibles de poids d;ds est donc égal au nombre de

grille de taille dy x d;, soit
1y )
diy)\dy)

Proposition IV.22 Le nombre de motifs d’effacement non corrigibles de poids w,

didy < w < dydy + min(dl, dg)

ni\ (na) (ning <dids
dy ds w &didsy ’

est égal a
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preuve : Tout scheme non corrigible contient un schéme irréductible non nul, la grille de
ce schéme irréductible est de taille dy X dy, sinon son poids serait > dyd; + min(dy, ds).

Le support de tout motif d’effacement de poids w < didy + min(dy,ds) contient donc
une sous-matrice do X dy, et w <d;dy autres effacements ont une position quelconque parmi
niny <dids. Dot le résultat. O

3.3.1 Cas particulier : C'| = ()
On suppose que Cy = Cy = C(n, k,d).

Proposition IV.23 Le nombre de motifs d’effacement non corrigibles de poids w tel que

P +d<w<d+2d,

n\ 2 (n? od? N n 2(d+1)' n? &d? <d
d w &>d? d+1 \wedaed)

Nous allons commencer par établir les trois résultats suivants :

est majoré par

Lemme IV.3 Tout motif d’effacement non corrigible de poids w < d* + 2d contient un
scheme irréductible dont la grille est de taille moxmy avecd < my; < d+1 etd < my < d+1.

preuve : Tout motif non corrigible M contient un scheme irréductible non nul M’. Soit
my X my la taille de M’', si m; > d + 2 ou my > d + 2. D’apres la proposition IV.19, le poids
w' de M’ vérifie w' > d(d+2). Or w' < w donc my < d+2 et my < d + 2. O

Lemme IV.4 Tout motif d’effacement non corrigible de poids w < d* + 2d contient un
schéme irréductible dont la grille est de taille d X d ou (d 4+ 1) x (d 4+ 1).

preuve : En effet, my xm; € {dxd,dx (d+1),(d+1)xd,(d+1)x (d+1)}. Et un scheme
irréductible dont la grille a pour taille d X (d+1) ou (d+1) xd contient un scheme irréductible
dont la grille a une taille d x d. Donc un motif d’effacement non corrigible contient un scheme
irréductible dont la grille est de taille d x d ou (d + 1) x (d + 1). 0

Lemme IV.5 Tout schéme irréductible dont la grille est de taille (d+1) x (d+1) contient un
scheme irréductible de poids d*+d dont la grille est de taille (d+1) % (d+1) et dont le support
est le complémentaire par rapport a la grille d’une matrice de permutation (d+ 1) x (d+1).

preuve : On considere un scheme irréductible dont la grille est de taille (d 4+ 1) x (d + 1),
chacune des d + 1 lignes et d + 1 colonnes de ce scheme comporte au moins d “1” et au plus
d+1. Donc le complémentaire du schéme par rapport a sa grille est une matrice (d+1) x (d+1)
comportant au plus un “1” dans chaque ligne et chaque colonne. C’est-a-dire que son support
est inclus dans celui d’une matrice de permutation (d + 1) x (d + 1). O
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preuve : (de la proposition IV.23)

2
Le nombre de schemes irréductibles dont la grille est de taille d x d est égal a (Z) . Donc
le nombre de motifs d’effacement de poids w contenant un scheme irréductible dont la grille

est de taille d X d est majoré par
2/ 2 2
n\ (n°<d
(o) (2 2)

On obtient seulement une majoration car certains motifs sont comptés plusieurs fois. Par
exemple un motif dont le support est une sous-matrice d x (d + 1) est compté d + 1 fois.

Le nombre de schémes irréductibles dont la grille est de taille (d + 1) x (d + 1) et dont
le support est le complémentaire par rapport a la grille d’'une matrice de permutation (d +

1) x (d+ 1) est égal a (dL)Q(d + 1)!. Donc le nombre de motifs d’effacement de poids w

contenant un tel scheme est majoré par

2 2 2
n n* <d° &d
d+1)!
(d+1> (@+1) <w<:>d2<:>d>’
d’ou le résultat. O

Exemple : Soit RS(14,7,8) le code de Reed-Solomon de parametres (14,7, 8) sur [,
on considere le code produit RS(14,7,8) ® RS(14,7,8), ce code est lindaire sur [, de
parametres (196,49, 64).

Le plus petit motif d’effacement non corrigible pour ce code est de poids 64, et on en

aura (184)2 = 9018009. Le nombre total de motifs d’effacement de poids 64 étant (16946),

la proportion de motifs de poids 64 non corrigibles vaudra :
14 2
(5)
196
(&)
On connait également le nombre de motifs d’effacement non corrigibles jusqu’au poids
72 exclus, ces valeurs sont données dans le tableau IV.1.

~ 2.107,

On constate que ces valeurs sont tres faibles, on peut méme affirmer que “en pratique”
tous les motifs d’effacement de poids < 80 sont corrigibles.

3.4 Une borne théorique

Soit Py(z) le polynome des motifs d’effacement de C corrigibles par v et Pi(z) le polynome
des motifs d’effacement de C'y non corrigibles par ;.

Proposition IV.24 Tout motif d’effacement de Cy @ Cy possédant strictement moins de ds
lignes non corrigible par v, est corrigible.
Le polynome énumérateur des poids de ces motifs est égal a :

P(z) = df (”;)a () Py(z)™

1=0
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nombre de motifs
poids non corrigibles total | rapport

64 11)? 196 ~ 92 10746
65 14(§)132 (16946) ~ 10~44

( 8 )2 ( 1 ) ( 65 ) ~
66 (184)2 (122) (16966) ~ 510-%3
T () B
O Y G I 9 N T
69 (184)2 (132) (16996) ~ 310-3
70 E184;2 E1g2; E17906; ~ 31038
71 184 132 17916 ~ 310-37
72 < (134)2(1z2) N (134)29! (17926) < 310-%
73 | < El;%zglg? 4 El‘;gzglgl?g E17936; <210 ®
4 | < 184 11302 N 194 9! 1;4 17946 <210
[ (184)2(11312) + (194)29!(1§4) (17956) <107
6 | < (184):(11322) N (194):9!(124) (17966) <810
77T | < (184)2(11332) N (194)29!(134) (17976) < 510-%
s = (0 () | () [ <30
79 < (184)2(11352) N (194)29!(134) (17996) <10~

Tableau IV.1 : Motifs d’effacements non corrigibles pour le code RS(14,7,8) ® RS(14,7,8)

preuve : Soit un motif d’effacement de C; ® C5 vérifiant les hypotheses de 1’énoncé. On cor-
rige d’abord ses lignes. A I'issue de cette opération il reste au plus dy <1 lignes contenant des
effacements. Donc chaque colonne est corrigible car elle contient au plus dy <1 effacements.

Soient Py(z) le polynome des motifs d’effacement de C corrigibles par v, et P (z) le poly-
nome des motifs d’effacement de C'y non corrigibles par 7,. Le nombre de motifs d’effacement
de C ® O, possédant exactement ¢ lignes non corrigibles est égal a :

(’”;2> Pi(x) Py()"2 .

En sommant ce résultat pour + = 0,..., ds <1, on obtient ’énumérateur des poids désiré,
soit
da—1

Pz)= Y. (7;2>P1 () Py()™ .

1=0
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O

L’énumérateur des poids des motifs possédant au plus dy <1 lignes non corrigibles est
inférieur au polynome des motifs corrigibles de C; ® Cy par 'algorithme As. C’est-a-dire que
pour tout ¢, 0 < 7 < myng, si S; est le nombre de motifs d’effacement corrigible de poids i,
alors

La proposition ci-dessus nous donne donc une borne inférieure du nombre de motifs corri-
gibles.

Exemple : Appliquons ce résultat au code RS(14,7,8)® RS(14,7,8), les polynomes
des motifs d’effacement corrigibles et non corrigibles valent respectivement

Py(z) = 30032® + 20022° + 10012 + 3642 + 912" + 142" + 2

et
Pi(z) = 1+ 142 + 912 + 3642° + 10012" + 20022° + 30032° + 34322,

Ces deux polynomes nous permettent de calculer une borne supérieure du nombre de
motifs non corrigibles de poids compris entre 64 et 100. Les résultats sont donnés dans
le tableau IV.2. On constate que ces bornes sont tres éloignées de celles obtenues au
paragraphe précédent, et qui sont données dans le tableau IV.1.

Nous ne donnons pas les valeurs pour des poids supérieurs a 100 celles-ci devennant
trop élevées n’ont pas d’intéret pratique. On verra dans la section 5 que pour ce code
les valeurs obtenues par simulation sont nettement inférieures (cf. tableau IV.4).

3.5 Mise en place de la simulation — capacité de correction

Pour le décodage d’effacement nous prenons comme modele un canal a effacement symétrique
sans mémoire dans lequel chaque symbole transmis a la méme probabilité p d’étre effacé.

3.5.1 Taux d’effacement résiduel

Définition IV.11 On appelle taux d’effacement résiduel d’un code pour un algorithme de
décodage d’effacement et un canal donné, la probabilité pour qu’un mot de code transmis a
travers le canal ne soit pas décodé.

Proposition IV.25 Soit un code linéaire C' de longueur n sur lf' muni d’un algorithme ~
de décodage d’effacements et soit P(x) le polynome des motifs d’effacement corrigibles de C
pour . Q(z) = (1 + )" &P(x) est le polynome des motifs non corrigibles.

Le taux d’effacement résiduel de C' pour un canal de probabilité d’effacement p est égal

pess = (1 8p)"Q(=2—) = 1 &(1 &p)"P(~—)

. V.13
1&p 1&p ( )
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proportion de motifs proportion de motifs
poids non corrigibles poids non corrigibles
< 64 0 64 <610
65 <2107 66 <5107
67 <8107'8 68 < 910717
69 <9106 70 <7107P
71 <510 72 <3101
73 <1072 74 <7107
75 <3107t 76 < 10710
7 <510710 78 <2107
79 <6107 80 <2108
81 <6108 82 <2107
83 <5107 84 <10°°
85 <4107 86 <910°¢
87 <2107° 88 <5107°
89 <107 90 <210™*
91 <510°* 92 <910*
93 <2103 94 <3107
95 <6103 96 <1072
97 <21072 98 < 31072
99 < 41072 100 < 71072
> 100 —

Tableau IV.2 : Borne théorique pour les motifs d’effacement non corrigibles du code
RS(14,7,8) ® RS(14,7,8)

preuve : Si S; est le nombre de motifs d’effacement corrigibles de poids ¢, le taux d’efface-
ment résiduel est égal a

1Y Spi(1 ep).
=0

On a P(z) = ¥, S;x%, et on en déduit facilement le résultat. O

3.5.2 La simulation

Il n’est malheureusement pas toujours possible de déterminer théoriquement le polynome
des motifs d’effacement corrigibles; en particulier pour les codes produit, seuls les motifs de
poids faible (proche de la distance minimale) peuvent étre décrits de fagon a étre comptés
facilement.

Le polynome des motifs corrigibles peut étre calculé par simulation, pour chaque poids
d’effacement 7, on tire aléatoirement un grand nombre de motif M, soit S; 1e nombre de motifs
corrigibles, on obtient alors une estimation du nombre S; de motifs d’effacement corrigibles
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s~ ()5

Nous avons mis en place une simulation pour les codes produit a partir de ’algorithme As,
le résultat suivant limite le champ d’investigation pour les poids des motifs d’effacement.

pour un code de longueur n,

Proposition IV.26 On suppose que Cy et Cy ont tous deux un algorithme de correction
d’effacement capable de corriger tous les motifs de poids strictement inférieur a dy et ds

respectivement, et aucun autre.
Soit P(x) = Y 10* S;xt le polynome des motifs d’effacement corrigibles de C = Cy ® Cy
pour algorithme As, on a

0 S 1< dldz, i (nl?l?),

didy <i<U, 0<8< (”1.”2>,
U<z'§n1n2, SZZO,
ott U = nayns <:>(n1 Sdp + 1)(712 Sdy + 1)

preuve : Si i < didsy, tous les motifs sont corrigibles d’apres la proposition 1V.21, donc
Si=("r2).

Si ¢ > didy. Comme il existe des motifs non corrigibles de poids d;ds, cela reste vrai a
fortiori pour le poids 7, donc S; < (”1;’2).

Si ¢ = U, le motif d’effacement dont le support est constitué des dy <1 premieres lignes
et des d; <1 premieres colonnes est de poids U et est corrigible,

a.yl{e% dy — 1

ng —ds +1

di—1 ny—dy +1
donc Sy > 0.

e Si (] et Cysont MDS, alors k1 = ni<di+1 et ky = nosda+1, donc U = nyng ki ky. Et
si un motif d’effacement a un poids > U, il reste moins de k; ks symboles d’information,
ce qui ne peut pas étre suffisant pour un code de dimension ki k.

e Les hypotheses faites sur les décodeurs de C et Cy (i.e. pas de décodage au dela de la
distance minimale) impliquent que tout se passe comme dans le cas MDS.

donc, sii > U, S; = 0. O
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3.5.3 Décodage au dela de la distance minimale

La proposition IV.26, nous assure que le décodage est possible jusqu’a la distance minimale,
mais surtout qu’il est possible au dela. Pour mesurer le gain apporté par les motifs de poids
élevé nous utiliserons la capacité de correction définie dans la section 5.3 du chapitre I.

Pour un algorithme de décodage d’effacement la définition de la capacité de décodage est
la suivante.

Définition IV.12 Soit C' un code linéaire sur | de longueur n et soit P(z) son polynome
des motifs d’effacement corrigibles pour un algorithme de décodage d’effacement A. On pose

Py (z) = d;z: (?) 2

La capacité de correction de C' pour algorithme A et pour la probabilité d’effacement p
est le plus grand entier d* tel que

p p
Ppa(—) < P(—— Py
¢ (1<:>p)_ (1<:>p)< w41

).

1<p

Le taux d’effacement résiduel du code C pour un canal de probabilité d’effacement p, dont
le polynome des motifs d’effacement corrigibles est égal a P(x), est égal & 1<(1<p)"P(:2).

D’autre part Py (z) est le polynome des motifs d’effacement corrigibles d’un code fictif
C* de longueur n, de distance minimale d* et muni d’un algorithme de décodage d’effacement
corrigeant exactement tous les motifs de poids inférieur a sa distance minimale.

La capacité de correction de C' est donc la distance minimale du code C* tel que son
taux d’effacement résiduel soit immédiatement supérieur a celui de C', pour une probabilité

d’effacement donnée p.

4 Polyndome des motifs d’erreur corrigibles

4.1 L’algorithme élémentaire
4.1.1 Quel lien avec les effacements ?

Soient C'(ny, ki, d1) et Ca(na, ko, ds) deux codes linéaires sur If, 71 et v des algorithmes de
décodage d’erreur bornés strictement par la distance minimale. On pose

d| &1 dy &1
tl = 9 et tg = 5 .

Définition IV.13 On appellera séquence de décodage d’erreur pour un motif d’erreur du
code produit C = C7 ® Csy, une suite finie de décodage effectif d’une ligne par v, ou d’une
colonne par vs.

On dira qu’une séquence de décodage est achevée pour un motif d’erreur si aucune erreur
ne peut plus étre corrigé par le décodage d’une ligne ou d’une colonne.

On dira qu’une séquence de décodage est correctrice pour un motif d’erreur M si le motif
résultant de M par la séquence est le motif nul.
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Soient Cf et Cj, deux codes linéaires sur [f de longueur n; et ny respectivement, muni
d’algorithmes de décodage d’effacement 77 et ;5 capable de décoder exactement tous les
motifs d’effacement de poids t; et t; ou moins respectivement.

Proposition IV.27 Soit M un motif d’erreur pour Cy @ Cs, soit M* le motif d’effacement
ayant meme support que M.

Si le motif d’effacement M* est corrigible pour le code produit C* = C} @ C5 muni
de lalgorithme As construit a 'aide de v et v, alors il existe une séquence de décodage
correctrice pour M.

preuve : OnaC = Cl(nl, kl, d1)®C'2(n2, kQ, dg) et C* = C’f(nl, k?, t1+1)®C§‘(n2, k;, t2+1),
c’est-a~-dire que la capacité de décodage d’erreur de C; est la méme que la capacité de
décodage d’effacement de C}, pour i =1, 2.

On considere le scheme correspondant a M et M™*, puisque M* est un motif d’effacement
corrigible, d’apres la proposition V.20, ce schéme est corrigible pour (¢;,%5), il existe donc
une suite de réduction permettant de corriger le scheme.

Les algorithmes de décodage d’erreur v et v, de C} et Cy peuvent corriger tout motif
d’erreur de poids inférieur ou égal respectivement a t; et ¢y, donc la suite de réduction nous

permet de définir une séquence de décodage d’erreur correctrice pour M. O

Remarque IV.7 1. L’existence d'une séquence de décodage d’erreur correctrice ne ga-
rantit pas que le motif soit corrigible.

2. Il n’y a pas équivalence entre un motif d’erreur corrigible et un motif d’effacement
corrigible ayant méme support, comme l’illustrent les deux exemples ci-dessous.

Exemple : Dans les exemples suivants on considere des codes binaires.

1. Un motif d’effacement non corrigible pour C* peut étre corrigible pour C par ’al-
gorithme élémentaire : considérons le produit de deux codes binaires 2-correcteurs

et le motif d’erreur
1111100...

1110000. ..
M =] 1110000...
0000000. ..

on suppose que le motif d’erreur 111000... n’est pas corrigible pour C', et que
0111110... est un mot de C'. On a alors apres correction des lignes

0111110. ..
| 1110000 ..

M &5 1110000. ..
0000000 . . .



4. Polynome des motifs d’erreur corrigibles

129

puis apres correction des colonnes

M &S () &L

0110000. ..
0110000. ..

0110000. ..

0770000. ..

dans I’étape suivante, correction des lignes, il reste au plus 2 erreurs dans chaque

ligne donc M est corrigible.

D’autre part M contient un motif 3 X 3 et est donc non corrigible pour un algo-
rithme de décodage d’effacement corrigeant 2 effacements seulement.

Remarquons que 'ordre de décodage a une importance dans le cas des erreurs, si
on décode dans M d’abord les colonnes on a

1110000 . . .
1110000 . . .
M &L | 1110000. ..
0000000 . . .

&

1110000. ..
1110000. ..
1110000. ..
0000000. ..

“— fin

2. A l'inverse il existe des motifs d’erreur non corrigible pour C qui sont des motifs
d’effacement corrigibles pour C*, considérons le motif

0111000...
0111100...
0011110...
0001110...
0000000. ..
0000000. ..

le code (] est le méme que dans I'exemple précédent, et on suppose que 111110. ..
est un mot de Cy, on a alors par décodage d’erreur des lignes puis des colonnes

0111110. ..
0111110. ..
| ot11110...
M &S| ott1t10. ..
0000000 . . .
0000000 . . .

ce motif donc n’est pas corrigible.

0111110...
0111110...
0111110...
0111110...
0111110...
0000000. ..

“— fin

Il est clair d’autre part que si on considere M comme un motif d’effacement, il

est, corrigible.
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4.2 L’algorithme de Reddy-Robinson

On suppose ici que 7y, est un algorithme de décodage d’erreur pour C5 borné strictement
par dy, et que 7; est un algorithme de décodage d’erreur et d’effacement pour C borné
strictement par d;.

Proposition IV.28 Soit M un motif d’erreur pour C, si M posséde au moins dy colonnes
non corrigibles par 7o, alors M est non corrigible pour [’algorithme de Reddy-Robinson.

preuve : L’algorithme de Reddy-Robinson procede de la fagon suivante :

1. il décode chacune des n; colonnes numérotée de 0 a n; < 1. Lors de chacun de ces
décodages, il décode e; erreurs,

2. pour chacune des n, lignes, on effectue ¢, +1 décodages, numérotés de 0 a t,. Le j-ieme
décodage consiste a remplacer par un effacement toutes les positions ¢ pour lesquelles
le i-ieme décodage de colonne a échoué, ou telles que e; > j.

Donc I’algorithme échouera systématiquement si le nombre de colonnes non corrigibles par
9 est au moins égal a d;. En effet, dans ce cas, pour toutes les lignes et pour les 5 + 1
branches il y aura au moins d; effacements ce qui empechera la correction car 7; est borné
strictement par d;. O

Le polynome énumérateur de ces motifs non corrigibles est égal a

S° Py(a)i(Pal) + Polar))™

i=dq

ou Py(z), Pi(z) et Py(z) sont respectivement les polynémes des motifs corrigibles, non
corrigibles et erronés de Cy pour 7. Si Pe(x) est le polynome des motifs corrigibles de C,
alors

Pe(z) 2 (14 (¢ &1)x)™mm <:>§: Py(2)"(Py(z) + Py(x))™ "

Exemple : Pour le code RS(14,7,8) ® RS(14,7,8), on peut obtenir une borne infé-
rieure du nombre de motifs d’erreur non corrigibles par I’algorithme de Reddy-Robinson
a l’aide de la proposition ci-dessus. Les valeurs obtenues par le calcul sont données dans
le tableau IV.3.

Ce tableau nous permet de donner une borne supérieure de la capacité de correction
d’erreur du code pour cet algorithme, on obtient une borne de 105, lorsque le taux
d’erreur résiduel (cf. définition IV.14) est voisin de 107°, ce qui correspond & une pro-
babilité d’erreur p = 0.147. A titre de comparaison, on verra que les simulations pour
le méme code avec l'algorithme élémentaire donnent le méme taux d’erreur résiduel
pour p = 0.191; ce qui correspond a une capacité de correction d’erreur d* = 125.
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w (106 (%) [ [ 1957 [ w [165/(%)
31 0 46 > 0.0033 61 > 0.018
32| >651071 | 47 > 0.0050 62 > 0.017
33| >1.2107° | 48 > 0.0072 63 > 0.016
34| >1.1107% | 49 > 0.0097 64 > 0.015
35| >791078 20 > 0.012 65 > 0.014
36 | >4.010"7 | 51 > 0.015 66 > 0.014
37| >1.7107° 92 > 0.017 67 > 0.013
38| >6.110° 23 > 0.019 68 > 0.012
39| >19107° o4 > 0.020 69 > 0.011
40 | >52107° 25 > 0.021 70 > 0.010
41 >1.3107" o6 > 0.021 71 > 0.010
42 | >29107* | 57 > 0.021 72 > 0.0095
43| >6.1107% | 58 > 0.021 73 > 0.0089
44 > 0.0011 29 > 0.020 74 > 0.0084
45 > 0.0020 60 > 0.019 75 > 0.0079

Tableau IV.3 :Borne inférieure de la proportion de motifs d’erreur non corrigibles pour le
décodage du code RS(14,7,8) ® RS(14,7,8) par I’algorithme de Reddy-Robinson

4.3 Simulation — capacité de correction
4.3.1 Taux d’erreur résiduel

Définition IV.14 On appelle taux d’erreur résiduel d’un code pour un algorithme de décoda-
ge d’erreur et un canal donné, la probabilité pour qu’un mot de code transmis a travers le
canal ne soit pas décodé.

Proposition IV.29 Soit un code linéaire C' de longueur n sur lf' muni d’un algorithme ~
de décodage d’erreur, soit P(x) le polyndme des motifs d’erreur corrigibles de C' pour =,
Q(z) = (14 (¢&1)x)" & P(x) est le polynome des motifs non corrigibles.

Le tauz d’erreur résiduel de C' pour un canal de probabilité d’erreur p est égal a :

p

n p
m) =le(1lep)"P(——). (IV.14)

Perr = (1 ©p)"Q( (g =1)(1 <p)

preuve : Si S; est le nombre de motifs d’erreur corrigibles de poids ¢, le taux d’erreur
résiduel est égal a

n » i B
1y S;|—— | (Lep)™,
; <q<:>1> (1 <p)

on a P(x) =" ,S;x", et on en déduit facilement le résultat. O
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4.3.2 La simulation

Comme pour les effacements, étant donné I'impossibilité d’obtenir une bonne évaluation des
performances du code a I’aide de résultats théoriques, nous avons fait appel a des simulations.

L’algorithme élémentaire Nous donnons d’abord ici une proposition qui détermine 1’en-
semble des poids d’erreur qui devront faire I’objet de la simulation.

Proposition IV.30 Nous supposons que Cy(ny, ki,dy) et Cy(ng, ke, ds) possédent un algo-
rithme de décodage d’erreur borné strictement par la distance minimale, on pose

d; <1 dy &1

2

ty=| |, etty=| |

Soit e; la proportion de motifs d’erreur de Cy ® Cy de poids i corrigibles par [’algorithme
élémentaire, on a

0<i<L, ¢=1, (IV.15)
L<i<U 0<e¢ <1, (IV.16)

U=niny <:>(’I7,1 <:>t1)(n2 <:>t2),
{ L=t +1)(tz +1).

preuve : La proposition IV.13 nous assure que e; = 1 pour ¢ < L, et le corollaire IV.6 que
e; < 1 pour i > L.

Il existe des motifs d’erreur de poids U corrigible, considérons par exemple le motif

eryé‘s to

ny — t

t1 ny — t1

ol la zone hachurée est le support du motif. Toutes les lignes sauf les ¢5 premieres sont
corrigibles, donc apres décodage des lignes on a un motif de la forme

eryé‘s to

ny — t




4. Polynome des motifs d’erreur corrigibles 133

ou la zone hachurée contient le reste du motif d’erreur, chacune des colonnes contient donc
au plus ty erreurs et est donc corrigible. a

La recherche du plus grand poids d’un motif corrigible est difficile, tout comme la pré-
sentation d'un contre-exemple rigoureux montrant que cette borne n’est pas U.

En outre, les valeurs des e; pour ¢ > U ne sont significatives dans le calcul du taux
d’erreur résiduel pour des valeurs élevées de la probabilité d’erreur, valeurs pour lesquelles
les performances sont mauvaises.

L’algorithme de Reddy-Robinson

Proposition IV.31 Nous supposons que Ci(ny, ki, dy) (resp. Cy(ns, ke, ds)) possédent un
algorithme de décodage d’erreur borné strictement par la distance minimale, on pose

|.

On suppose de plus qu’il existe un motif d’erreur de poids ny non corrigible par vs.
Soit e; la proportion de motifs d’erreur de Cy ® Cy de poids i corrigibles par ’algorithme
de Reddy-Robinson, on a

dy &1

tQZL

0<i<L, e=1, (IV.17)
L<i<U, 0<e¢ <1, (IV.18)

I = drds

{ U=niny <:>(n1 <:)>d1 + 1)(712 <:)>t2),
2

preuve : L’algorithme de Reddy-Robinson est borné par la distance minimale, donc e; = 1
pour ¢ < L. Comme il n’existe pas de meilleure borne pour ’algorithme, on a ey, < 1.

Il existe des motifs d’erreur de poids U corrigibles, considérons par exemple le motif

errgirs to

ny — ta

di—1 ny—di +1

ol la zone hachurée est le support du motif. On suppose de plus que chacune des d; <1
premieres colonnes est non corrigible. Apres décodage des colonnes on a un motif de la forme

dy —1 ny —d;+1
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ot la zone hachurée contient des effacements. Pour chaque ligne, la branche ¥, devra corriger
un motif d’erreur et d’effacement comprenant d; <1 effacements et aucune erreur. Chaque
ligne est donc corrigible car aucune des autres branches ¥,;, ¢ < ¢, ne peut aboutir; il y aurait
en effet n, effacements dans les £, premieres lignes.

Le motif décrit est donc corrigible, et ey > 0. a

Comme pour l'algorithme élémentaire, il est difficile, et peu utile d’'un point de vue
pratique, de trouver la borne supérieure exacte des motifs d’erreur corrigibles par ’algorithme
de Reddy-Robinson.

4.3.3 Deécodage au dela de la distance minimale

Pour évaluer le décodage au dela de la distance minimale, on utilise la capacité de correction
d’erreur.

Définition IV.15 Soit C' un code linéaire sur | de longueur n et soit P(z) son polynome
des motifs d’erreur corrigibles pour un algorithme de décodage d’erreur A. On pose

Pe(z) = i (n> (q &1)ia’,

i—0 \’

La capacité de correction de C' pour [’algorithme A et pour la probabilité d’erreur p est
le plus grand entier impair d* = 2t* + 1 tel que

Plranaay) < Paanisy < P \Ganaay)

(g=1)(1=p) (g=1)(1=p) q=1)(1<p)

Le taux d’erreur résiduel de C' pour un canal de probabilité d’erreur p, dont le polynome
des motifs d’effacement corrigibles est égal a P(z), est égal a 1 < (1 @p)”P(m).

D’autre part Pp(z) est le polynéme des motifs d’erreur corrigibles d’un code fictif C* de
longueur n, de distance minimale d* = 2¢* 41, et muni d’un algorithme de décodage d’erreur
borné strictement par sa distance minimale.

La capacité de correction de C' pour un algorithme et pour un canal donné est donc la
distance minimale d’'un code C* qui, utilisé dans le méme canal et ayant un algorithme borné

strictement par sa distance minimale, aurait un taux d’erreur résiduel voisin.

5 Résultats des simulations

Soient C}(ny, ki, d;) et Cy(ng, ks, dy) deux codes linéaires sur [ff. Soit C = C} ® Oy le code
produit de C et Cs.
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5.1 Effacements

Pour la correction d’effacement, nous faisons I’hypothese suivante sur les décodeurs des codes
composants :

e 7 et v, sont des algorithmes de décodage d’effacement de C et Cy capables de corriger
tous les motifs de poids inférieur strictement a d; et d, respectivement et aucun autre.

Dans le cadre de cette hypotheése, ni la dimension des codes, ni le cardinal de [f n’ont
d’influences sur les performances de décodage du code produit.

Nous avons calculé par une simulation la capacité de correction du code RS(14,7,8) ®
RS(14,7,8), le tableau IV.4 donne une évaluation de la proportion de motifs corrigibles.
Pour chaque poids 10% motifs ont été générés aléatoirement. Pour les poids inférieurs & 120
tous les motifs d’effacement générés ont été corrigés.

w Sw/M w | Sy/M w Sw/M
< 120 | 1.000000 || 129 | 0.989830 139 | 0.344820
120 ] 0.999998 || 130 | 0.980354 || 140 | 0.240351
121 1 0.999995 || 131 | 0.964168 141 | 0.153589
122 |1 0.999980 || 132 | 0.938254 || 142 | 0.088032
123 1 0.999929 || 133 | 0.899242 143 | 0.044455
124 | 0.999846 || 134 | 0.844023 144 | 0.019035
125 1 0.999582 || 135 | 0.770268 145 | 0.006589
126 | 0.998985 || 136 | 0.678731 146 | 0.001676
127 1 0.997665 || 137 | 0.572586 147 | 0.000249
128 | 0.994961 || 138 | 0.458300 || > 147 0

Tableau IV.4 :RS(14,7,8) ® RS(14,7,8), simulation pour la correction d’effacement

Ces résultats de simulation nous ont permis de donner une estimation du polynome des
motifs corrigibles du code,

196
196\ S
P(z) = — v,
o-x ()5
qui permet de calculer le taux d’effacement résiduel p. ¢ pour toute valeur p de la probabilité
d’effacement du canal

= (1op)®p(—L )
pesr = (1 ©p) (1<:>p)

ces résultats sont donnés dans le tableau IV.5.

Dans le tableau IV.6, nous donnons la valeur de la capacité de correction d’effacement
pour des valeurs données du taux d’effacement résiduel. On notera que la capacité de cor-
rection varie peu, et donc constitue, au moins pour le code RS(14,7,8) ® RS(14,7,8), une
mesure pertinente des performances du code.
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p Deff p Deff p DPeff
0,45 1,97.10719 [ 0,54 | 0,24.10~* || 0,63 | 0,0321
0,46 | 1,01.10°° | 0,55 0,68.10*4 0,64 | 0,0549
0,47 | 0,44.107% | 0,56 | 1,77.10~* || 0,65 | 0,0893
0,48 | 1,83.10°% | 0,57 | 0,43.1072 || 0,66 | 0,1381
0,49 | 0,70.10~7 | 0,58 | 1,01.1073 || 0,67 | 0,2032
0,50 | 0,25.10°% |/ 0,59 | 0,22.1072 || 0,68 | 0,2847
0,51 | 0,87.10°% | 0,60 | 0,47.10°% || 0,69 | 0,3803
0,52 | 0,28.107% | 0,61 | 0,94.10=2 || 0,70 | 0,4853
0,53 | 0,86.107° 0,62 | 1,78.1072

Tableau IV.5 : Taux d’effacement résiduel du code RS(14,7,8) ® RS(14,7,8) pour diverses
valeurs de la probabilité d’effacement p

p d* | Pers
0.652 | 136 | ~ 107!
0.610 | 135 | ~ 102
0.579 | 135 | ~ 103
0.553 | 134 | ~ 107
0.531 | 134 | ~ 107°
0.511 | 133 | ~ 106
0.492 | 133 | ~ 1077

Tableau IV.6 :Capacités de correction d’effacement pour un code C(14,7,8) ® C(14,7,8)
pour différents taux d’effacement résiduels

Enfin pour certains codes produit ayant des codes composants égaux de longueur 14 ou
15 et dont la distance minimale varie de 3 a 9, nous donnons dans le tableau IV.7 la capacité
de correction d’effacement lorsque le taux d’effacement résiduel est voisin de 105,

On notera que la capacité de correction d’effacement est dans ces exemples toujours tres
supérieure a la distance minimale.

5.2 Erreurs
5.2.1 Premier exemple : RS(14,7,8) ® RS(14,7,8)

Pour le décodage d’erreur, nous avons, de la méme maniere que pour les effacements, calculé
le taux d’erreur résiduel (tableau IV.9) et la capacité de correction (tableau IV.10) du code
RS(14,7,8) ® RS(14,7,8) a partir des résultats obtenus en simulant le décodage d’erreur
par l'algorithme élémentaire (tableau IV.8).

On constate alors que les variations de la capacité de correction d’erreur sont plus im-
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n =14
P d* Deff | parametres
(cas MDS)
d=310.078| 34 | <107° | (196,144,9)
d=40189 | 62 | <1075 | (196,121,16)
d=50284| 84 | <1075 | (196,100,25)
d=60.370|102 | < 1075 | (196,81,36)
d=710.452| 118 | <1075 | (196,64,49)
d=810.531|134 | <1075 | (196,49,64)
n=1>5
P d* Deff | parametres
(cas MDS)
d=310.071| 35 | <107° | (225,169,9)
d=40180| 67 | <1075 | (225,144,16)
d=50269| 90 | <1075 | (225,121,25)
d=060.349 | 110 | < 1075 | (225,100,36)
d=1710.426| 128 | <1075 | (225,81,49)
d=810.501 | 145 | < 1075 | (225,64,64)
d=90573]160 | < 107° | (225,49,81)

Tableau IV.7 :capacité de décodage d’effacement du code C(n, k,d) ® C(n, k,d) pour n = 14
et n =15

portantes que celles de la capacité de correction d’effacement.

5.2.2 Autres exemples

Nous avons simulé le décodage d’autre codes produit, nous ne présenterons pas comme pour
le code précédent tous les détails, mais seulement la capacité de correction d’erreur lorsque
le taux d’erreur résiduel a des valeurs entre 10~* et 107%. Dans les résultats donnés par
le tableau IV.11, on remarquera que lorsque le taux d’erreur résiduel vaut 1075 le code
RS(15,7,9) ® RS(15,7,9) a une capacité de correction égale a 179. Cette valeur est treés
élevée, puisque la borne de Singleton nous affirme qu’un code de longueur 225 et de dimension
49 a une distance minimale au plus égale a 177.

Donc il n’existe, pour obtenir un taux d’erreur résiduel de 107, aucun code en bloc de
meéeme longueur et de méme taux de transmission, dont 1’algorithme de décodage soit borné
strictement par la distance minimale, qui ait des performances équivalentes ou supérieure au

code RS(15,7,9) ® RS(15,7,9).

5.2.3 Amélioration de ’algorithme élémentaire

Les résultats de ces simulations, et en particulier le fait que l’algorithme élémentaire soit
plus performant amene une remarque
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w | Su/M || w | Sy/M | w | S,/M
<50 | 1.00000 || 59 | 0.98937 || 69 | 0.38256
50 | 0.99994 || 60 | 0.98252 || 70 | 0.25701
51 [ 0.99983 || 61 | 0.97046 || 71 | 0.15092
52 1 0.99978 || 62 | 0.95159 || 72 | 0.07540
53 | 0.99943 || 63| 0.92268 || 73 | 0.02980
54 10.99936 || 64 | 0.87870 || 74 | 0.00710
55 | 0.99894 || 65 | 0.81776 || 75 | 0.00140
56 | 0.99781 || 66 | 0.73343 || >75 0
57 1 0.99629 || 67 | 0.63188
58 | 0.99372 || 68 | 0.51199

Tableau IV.8 :RS(14,7,8) ® RS(14,7,8), correction d’erreur par 1’algorithme élémentaire

p DPerr p DPerr
0.15| 1.85107% | 0.23 | 0.751073

0.16 | 1.0810°7 | 0.24 | 1.8910°3
0.17 1 0.5310°% | 0.25 | 0.4410 2
0.18 | 0.2310°° | 0.26 | 0.96 102
0.19 | 0.87107° | 0.27 | 0.0194
0.20 | 0.3010~* | 0.28 | 0.0367
0.21 1 0.95107* 1 0.29 | 0.0646
0.22 | 0.2810°3 | 0.30 | 0.1066

Tableau IV.9 :RS(14,7,8) ® RS(14,7,8), taux d’erreur résiduel, pour différentes valeurs de
la probabilité d’erreur par symbole p

D Derr dr
0.159 | ~ 1077 | 121

0.174 | =~ 107% | 123
0.191 | &~ 107° | 125
0.210 | &~ 1074 | 129
0.233 | ~ 1072 | 131
0.260 | ~ 1072 | 133
0.298 | ~ 107! | 135

Tableau 1V.10 :RS(14,7,8) ® RS(14,7,8), capacité de correction d’erreur pour différents
taux d’erreur résiduels pe,,
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RS(14,10,5) ® RS(14,10,5) || RS(14,8,7) ® RS(14,8,7)
Derr p d* p d*
10~* || 0.070 59 0.194 121
107° || 0.055 55 0.174 117
10% || 0.043 51 0.159 115
RS(14,7,8) ® RS(14,7,8) || RS(15,7,9) ® RS(15,7,9)
Perr P d* P d*
1074 1] 0.210 129 0.284 181
107° || 0.191 125 0.265 179
1076 0.174 123 0.249 177

Tableau IV.11 : Capacité de correction de certains codes produit de Reed-Solomon sur Fig
n

L’algorithme de Reddy-Robinson a une meilleure borne que 1’algorithme élémen-
taire : il est meilleur pour les motifs de poids proches de la moitié de la distance
minimale, et pourtant il est moins performant en moyenne.

Il existe donc des motifs corrigibles par 1'un de ces algorithmes et pas par l'autre.
Comment combiner ces deux algorithmes de facon a obtenir un gain sensible? L’idée de

Pamélioration est la suivante :

On voudrait pouvoir corriger les motifs M tels qu’il existe une séquence de déco-
dage d’erreur M — M', avec M’ corrigible par I’algorithme de Reddy-Robinson.

En pratique nous allons itérer un algorithme proche de I'algorithme de Reddy-Robinson.

Nous étendons 'algorithme de Reddy-Robinson en rajoutant pour le décodage des lignes
une branche supplémentaire sans effacement. Cet algorithme est ensuite itéré. La procédure
complete est décrite en annexe C.

Cette amélioration est notable, en particulier pour le code RS(14,7,8) ® RS(14,7,8) et
un taux d’erreur résiduel de 107°, la capacité de correction passe de 125 & 129, pour une
probabilité d’erreur de p = 0.191 et p = 0.199 respectivement (cf. tableau IV.12).

p perr d*
0.183 | =~ 107°% | 129
0.199 | =~ 107° | 129
0.217 | ~ 107* | 131
0.239 | ~ 1072 | 133

Tableau IV.12 :RS(14,7,8) ® RS(14,7,8), capacité de correction d’erreur pour une version
améliorée du décodage
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6 Remarques sur la complexité du décodage

Cette section décrit 'une des propriétés fondamentale des codes produit ; le faible cotut
algorithmique de leur décodage.

6.1 Algorithme élémentaire

L’algorithme élémentaire de décodage des codes produits ne permet pas un décodage en
temps constant, les bornes supérieures de la complexité de décodage d’'un mot sont relati-
vement mauvaises, en effet certaines configurations d’erreur peuvent provoquer des cycles
dans le décodage, cycles difficile a détecter. Ces configurations sont cependant rares, et la
complexité en moyenne reste tres satisfaisante.

6.1.1 Etude théorique

Il est, difficile de donner avec précision la complexité du décodage. Celle-ci dépend du nombre
d’itérations de 1’algorithme, nombre qui est susceptible de beaucoup varier.

On peut cependant dire que le nombre de décodages par ligne et par colonne est de
I’ordre de 1, c’est-a-dire que si la complexité de décodage d'une ligne est \; et la complexité
de décodage d’une colonne est Ao, la complexité de décodage d’'un mot du code produit est
de I'ordre de

A= nl)\g + nz)\l,

et si ny =ny =n et A} = Ay = O(n?), alors

a+1

A= 0@ = O(N*F),

o N = n? est la longueur du code produit.
Bien entendu ce calcul est approximatif, les complexité de décodage n’étant pas en général
en O(n®). En revanche, il souligne bien que la complexité de décodage est relativement faible.

Le cas des codes de Reed-Solomon Dans le cas ou les codes composants sont des codes
de Reed-Solomon, on peut faire une évaluation plus précise.

La complexité de décodage d'un code de Reed-Solomon de longueur n et de dimension k
sur [ est équivalente a A\(n <k)%. Donc si C) = Cy = RS(n, k,d), la complexité de décodage
d’un mot du code produit, c’est-a-dire de k? symboles de [ est

A = 2 \un(n <k)?,

ol p est le nombre moyen de décodage par ligne et par colonne. Et si on pose R = k/n, on
obtient
A =2 \un?(1 & R)%

Calculons maintenant a titre de comparaison la complexité d’un code de Reed-Solomon
de longueur n sur [ et ayant le méme taux de transmission que le code produit, c’est-a-dire
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une dimension égale & k%/n. Pour transmettre k> symboles d’information de ce code il faut
n mots de code, la compléxité de décodage est donc égale a
k2

AI:)\ VN2
n(n<:>n),

soit encore

A = (1 &R

Le rapport A/A’ est égale a 2u/(1 + R)*. Par exemple si u = 3/2 et R = 1/2, ce
rapport vaut 4/3, ¢’est-a-dire que le code produit est trés légeérement plus complexe a décoder,
alors que ses performances sont, au moins pour les exemples que nous avons traités, tres
supérieures.

Par exemple le code RS(15,3,13) a un taux d’erreur résiduel de 0.14 pour p = 0.265, au
lieu de 10~ pour le code produit RS(15,7,9) ® RS(15,7,9).

6.1.2 Complexité de décodage en fonction du taux d’erreur

Nous donnons ici des évaluations précises de la complexité du décodage d’erreur du code
produit RS(14,7,8) ® RS(14,7,8), pour l'algorithme élémentaire.

L’algorithme de décodage des codes produits est obtenu par itérations de 1’algorithme de
décodage des lignes et des colonnes, dans le cas du code produit RS(14,7,8) ® RS(14,7,8),
le décodage d’une ligne ou d’une colonne est effectué par l'algorithme d’Euclide étendu qui
peut etre décomposé en 3 étapes :

1. Calcul du syndrome (ici évaluation d'un polynéme en 7 points).
2. Calcul des polyndmes localisateur et évaluateur (par I’algorithme d’Euclide étendu)

3. Calcul de D’erreur (calcul des racines d’un polynéme, puis évaluation d’une polynome
en chacune de ces racines — ici on a au maximum 3 racines)

Les cout de ces différentes étapes dépendent des choix fait pour la mise ceuvre. L’étape 1
a un cout constant faible par rapport au cout des étapes 2 et 3. L’étape 2 a un cott égal
au nombre de divisions euclidienne neccessaires a l'obtention des polynomes localisateur
et évaluateur, ce nombre etant sensiblement égal au nombre d’erreur corrigées. L’étape 3
a un cout proportionnel au nombre d’erreur décodées (c’est-a-dire le degré du polynéme
localisateur).

L’étape 2 étant plus couteuse que I'étape 3, du moins lorsque le corps fini est de petite
taille, nous avons choisi comme mesure de la complexité de décodage le nombre de divisions
euclidiennes effectuées au total au cours du décodage d’un mot du code produit.

Pour tous les poids entre 0 et 196, nous avons effectué 10* tirages aléatoires de motifs
d’erreur, et compté le nombre de divisions euclidiennes, les résultats sont donnés dans la

table IV.13.

A partir de ces chiffres nous avons calculé le nombre moyen de divisions euclidiennes pour
un canal ¢ aire (¢ = 16) symétrique, et pour des probabilités d’erreur variant entre 0% et
100%. Ces résultats sont donnés dans la table IV.14



142 Chapitre 1V. Codes Produit

poids nb. de div.

0 0 1 10000 | 2 19961 | 3 29859 | 4 39737

5 49610 6 59456 | 7 69373 | 8 79305 | 9 89366

10 99553 11 109602 | 12 120349 | 13 130735 | 14 141503
15 152718 16 163748 | 17 175433 | 18 187050 | 19 198928
20 211632 21 224014 | 22 236835 | 23 249753 | 24 263714
25 277481 26 291164 | 27 305885 |28 320479 | 29 334736
30 350600 31 366009 | 32 381828 |33 397757 | 34 413929
35 431520 36 448248 | 37 466064 | 38 484002 | 39 502951
40 523426 41 542747 | 42 564763 | 43 585612 | 44 607924
45 631636 46 656505 | 47 681247 | 48 706533 | 49 735301
50 764845 51 795718 | 52 827268 | 53 860652 | 54 898911
55 935244 56 974575 | 57 1017447 | 58 1062003 | 59 1109045
60 1159444 | 61 1209635 | 62 1257765 | 63 1309160 | 64 1350967
65 1389294 | 66 1408849 | 67 1416338 | 68 1402355 | 69 1365319
70 1312110 | 71 1252676 | 72 1192086 | 73 1134084 | 74 1087754
75 1055104 | 76 1027666 | 77 1001691 | 78 97763 | 79 96106

80 95585 81 93238 | 82 91880 | 83 90647 | 84 90417

85 89110 86 88142 | 87 86894 | 88 86510 | 89 85921

90 85443 91 84480 | 92 84520 | 93 83817 | 94 83159

95 83026 96 82851 | 97 82973 | 98 82212 | 99 81752

100 81496 101 81677 | 102 80911 | 103 80852 | 104 81022

105 80663 106 80644 | 107 80204 | 108 80250 | 109 79989

110 80010 111 80022 | 112 79951 | 113 79832 | 114 79840

115 79680 116 79597 | 117 79623 | 118 79663 | 119 79548

120 79276 121 79353 | 122 79566 | 123 79666 | 124 79499

125 79341 126 79428 | 127 79313 | 128 79352 | 129 79493

130 79440 131 79331 | 132 79175 | 133 79409 | 134 79327

135 79469 136 79308 | 137 79326 | 138 79396 | 139 79252

140 79327 141 79420 | 142 79205 | 143 79346 | 144 79297

145 79135 146 79308 | 147 79379 | 148 79391 | 149 79307

150 79419 151 79367 | 152 79495 | 153 79207 | 154 79340

155 79351 156 79278 | 157 79448 | 158 79266 | 159 79415

160 79560 161 79282 | 162 79344 | 163 79377 | 164 79226

165 79232 166 79291 | 167 79328 | 168 79409 | 169 79205

170 79400 171 79273 | 172 79417 | 173 79166 | 174 79302

175 79436 176 79178 | 177 79396 | 178 79464 | 179 79273

180 79414 181 79484 | 182 79401 | 183 79367 | 184 79291

185 79138 186 79361 | 187 79241 | 188 79291 | 189 79251

190 79213 191 79241 | 192 79235 | 193 79283 | 194 79355

195 79469 196 79285

Tableau IV.13 : Nombre de divisions pour 10000 tirages, et pour tous les poids d’erreur
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p (en %) nb. de div.
0

0

3 9.806

10 20.890
15 34.524
20 51.761
25 76.040
30 108.521
35 121.367
40 102.694
45 88.317
20 82.800
95 80.582
60 79.719
65 79.438
70 79.346
5 79.330
80 79.351
85 79.323
90 79.338
95 79.296
100 79.318

1

6

11
16
21
26
31
36
41
46
51
o6
61
66
71
76
81
86
91
96

1.952
11.862
23.392
37.619
55.890
82.153
114.105
119.019
98.815
86.746
82.189
80.332
79.633
79.411
79.337
79.335
79.349
79.318
79.349
79.270

2

12
17
22
27
32
37
42
47
02
57
62
67
72
7
82
87
92
97

3.893
13.987
26.003
40.865
60.337
88.654

118.455
115.525
95.439
85.461
81.676
80.128
79.566
79.390
79.331
79.340
79.345
79.317
79.356
79.255

3

8

13
18
23
28
33
38
43
48
93
o8
63
68
73
78
83
88
93
98

5.838
16.194
28.725
44.284
65.149
95.401
121.210
111.353
92.593
84.405
81.244
79.961
79.513
79.372
79.327
79.345
79.338
79.320
79.349
79.259

4

9

14
19
24
29
34
39
44
49
54
29
64
69
74
79
84
89
94
99

7.803
18.492
31.563
47.905
70.372

102.143
122.174
106.954
90.241
83.529
80.883
79.827
79.471
79.358
79.327
79.349
79.330
79.327
79.327
79.313

Tableau IV.14 : Nombre moyen de divisions par décodage en fonction du taux d’erreur
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6.1.3 Complexité et performances

Il peut étre intéressant de considérer comment varient la complexité de décodage et les
performances du codes en fonction du poids de 'erreur (figure IV.2) ou du taux d’erreur d’un
canal g-aire symétrique (figure IV.3, les courbes données sont celles du code RS(14,7,8) ®
RS(14,7,8). Dans les courbes la complexité a été divisée par 3 x 28; 28 etant la somme du
nombre de lignes et de colonnes, et 3 etant le nombre maximal de divisions effectuées par
lalgorithme d’Euclide étendu pour décoder le code RS(14,7,8).

Une complexité 1 correspond donc grossierement a un décodage par ligne et par colonne.

On notera que dans les domaines ot ’algorithme est efficace, c’est-a-dire lorsque le taux
de correction est voisin de 1, la complexité varie de facon sensiblement linéaire par rapport
au taux d’erreur.

6.2 Algorithme de Reddy-Robinson et dérivé
6.2.1 Algorithme de Reddy-Robinson

A Tinverse de I’algorithme élémentaire ’algorithme de Reddy-Robinson se décode en temps
constant, on peut détailler sa complexité :

1. chaque colonne est décodée 1 fois,
2. chaque ligne est décodée (dy + 1)/2 fois.

On considere que les autres étapes de la procédure de décodage ont une complexité non
significative.

Le cas Reed-Solomon On suppose que C] et C5 sont égaux a un code de Reed-Solomon
RS(n,k,d). On suppose que ce dernier code a une complexité de décodage de A\(n <k)?, la
complexité de décodage du code produit vaut alors

1
A:nd+

AMn k) + An(n &k)?,

onad=n<k+1,etonpose R=k/n,

k
A= Ani”(% +1)(1 SR + (1 SR)?,

soit encore

(1<R)3
2
Bien que cette complexité soit asymptotiquement supérieure a celle de 1’algorithme élé-

mentaire, pour les codes étudiés (i.e. codes de Reed-Solomon de longueur 15) les complexités
sont sensiblement équivalentes.

A = nt + 223 (1 &R)*.
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2

taux de corr. / complexite
15
1
0.5
poids
o 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Figure IV.2 : RS(14,7,8) ® RS(14,7,8), taux de correction et complexité, en abscisse le

poids

2

taux de corr. / complexite
15
1
0.5

p (en %)
o 20 60 80 100
o~

Figure IV.3 : RS(14,7,8)® RS(14,7,8), taux de correction et complexité, en abscisse le taux

d’erreur (en %)
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6.2.2 Algorithme de Reddy-Robinson itéré

Enfin, nous ajoutons un dernier mot sur la complexité de 1’algorithme dérivé des deux pre-
miers (cf. annexe C).

La complexité de cet algorithme va étre fonction du nombre moyen d’itérations, chacune
de ces itération ayant une complexité sensiblement égale a celle de I'algorithme de Reddy-
Robinson.

Ce nombre, comme dans le cas de ’algorithme élémentaire est difficile a déterminer de
facon théorique. Notons que pour les codes dont nous avons simulé le décodage, le nombre
moyen d’itérations est tres proche de celui obtenu pour 1’algorithme élémentaire.

C’est-a-dire que le nombre de décodages des codes composants est sensiblement le méme,
mais que chacun de ces décodages a demandé respectivement t, + 2 et t; + 2 appels a phiy
et phis, ou t; et £y sont le nombre d’erreurs corrigibles par ¢, le décodeur d’erreur des lignes
et ¢y le décodeur d’erreur des colonnes.

Le cas des codes de Reed-Solomon Sil’on suppose que les codes composants sont deux
codes de Reed-Solomon identiques RS(n, k,d), si t = |d/2], alors la complexité de décodage
est sensiblement égale a

A =2\u(t +2)n*(1 &R)?,

en reprenant les notations de la section 6.1.1.



Conclusions et perspectives

1 Décodage au dela de la distance minimale

Les codes que nous avons étudiés dans ce travail corrigent certains motifs d’erreur de poids
supérieur a la moitié de la distance minimale. Or pour juger des performances d'un algorithme
de décodage on utilise généralement sa borne, la distance minimale étant la meilleure borne
pour un code donné. On jugera généralement qu'un code est bon s’il a une bonne distance
minimale.

Pour juger des codes décodant au-dela de la distance minimale nous avons utilisé la ca-
pacité de correction. Bien qu’ayant la méme dimension qu’une distance minimale, il convient
de prendre des précaution sur son interpretation :

e la capacité de correction dépend du taux d’erreur du canal,

e lorsque ce taux d’erreur tend vers oo la capacité de correction tend vers la borne de
I’algorithme, si mauvaise soit-elle,

e si 'on souhaite comparer deux codes, il faut comparer les capacités de correction de
leur meilleur algorithme, et non la distance minimale de I'un et la capacité de correction
de P'autre.

Si 'on souhaite pourtant se faire une idée des performances d’un code a partir de sa ca-
pacité de correction d*, il faut donc bien préciser que I’hypothétique code de méme longueur,
de méme dimension et de distance minimale d*, n’aura des performances du méme ordre que
si son meilleur algorithme de décodage, dont la complexité algorithmique est acceptable, est
borné strictement par sa distance minimale.

Tous les codes BCH, et donc en particulier les codes de Reed-Solomon sont dans ce cas,
en effet le meilleur algorithme (raisonnable) connu, est 1’algorithme d’Euclide étendu (ou de
fagon équivalente ’algorithme de Berlekamp-Massey [30]) qui est borné strictement par la
distance construite.

Dans cette optique, le principal intéret des codes produit, et dans une moindre mesure des
codes concaténés, est qu’ils disposent d’un algorithme naturel capable de corriger nettement
au dela de la distance minimale.
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2 Quels codes produit ?

Quelques tentatives de décodage de produits de code de Hamming ont été effectués, les
résultats on été relativement décevants. En effet, pour obtenir un taux d’erreur résiduel de
107 le produit d’'un code de Hamming de longueur 15 par lui-méme a une capacité de
correction de 17, alors que des codes BCH de méme longueur 225, et de dimension voisine
117 ou 125 ont pour distance minimale 29 ou 27.

Considérons un autre produit de code binaire, le code B(15,7)® B(15,7), ou B(15,7) est
le code BCH primitif au sens strict de longueur 15, de distance construite 7 et de dimension
5. Nous avons obtenu pour un taux d’erreur résiduel de 10~ une capacité de correction de
115 pour ce code. Ce résultat est bien meilleur puisque qu’aucun code BCH ne peut atteindre
ces valeurs.

Il convient cependant de préciser que les simulations faites pour ces deux codes n’ont
pas été poussées tres loin. Les valeurs données pour la capacité de correction sont donc
probablement 1égérement surévaluées.

En tenant compte de ces résultats ainsi que de ceux exposés dans la these, on peut dégager
deux propriétés empiriques souhaitables pour construire de bons codes produit :

1. les codes composants ne doivent pas étre parfait, car ’algorithme risque alors d’ajouter
des erreurs plus souvent qu’il n’en corrige,

2. le taux de transmission doit étre faible.

Cela indique que les les codes produit ne peuvent pas avoir des parametres quelconques,
et ne sont pas adaptés a tous les types de bruits, mais bien a ceux que nous avons considérés
dans ce travail. Il nous semble de toute facon que les codes produit n’ont pas bénéficié d'une
attention suffisante en ce qui concerne leurs applications au codage, cela est probablement du
a leur mauvaise distance minimale, distance minimale qui devient méme exécrable asymp-
totiquement. Cet argument n’est plus valable dés que 1'on utilise des criteres plus adaptés
a une utilisation pratique comme la capacité de correction, ou méme des criteres théoriques
plus complets comme la distribution des poids, en effet les résultats de la section 1.2 du
chapitre IV prouvent que le nombre de mot de poids minimal est tres faible par rapport au
cardinal du code.

3 Codes concaténés vs. codes produit

Une question peut sembler naturelle apres ce travail : des codes produit et des codes conca-
ténés, quelle est la meilleure construction?

La réponse n’est évidemment pas simple, d’abord parceque nous n’avons pas encore
suffisemment d’éléments pour répondre, et ensuite parcequ’il est difficile de construire un
code produit et un code concaténé qui soit comparable.

Pour faire une comparaison équitable, il faudrait obtenir par chacune de ces constructions
un code de méme longueur, de méme dimension, défini sur le méme corps et ayant une
complexité de décodage comparable.
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De plus on a vu pour les codes produit que ceux-ci étaient relativement meilleurs pour
des taux de transmission faible, qu’en est il des codes concaténés, et les taux de transmission
optimaux sont-ils les méme ? On peut penser par exemple que les deux construction vont
etre adaptées a des applications différentes.

Enfin existe-il une construction plus performante combinant le produit et la concaténa-
tion, par exemple un code produit utilisé comme code externe d’'un code concaténé ?
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Annexe A

Résolution des équations de Newton
en MAPLE

Nous présentons ici des preuves de resultats annoncés dans le chapitre IT

1 Recherche de contradictions

Chacune des trois preuves présentées ici a été obtenue a 1’aide du logiciel de calcul formel
MAPLE. Le lecteur se rendra compte aisément que ces calculs étaient impossibles “a la
main”.

Chacune de ces preuves a été obtenue a la suite d’une session intéractive de ’ordre de
quelques heures, mais ont neccessité seulement quelques minutes de temps calcul sur des
SUN 3 et SUN 4, et une vérification de la validité des résultats a I'aide du méme logiciel
peut et a été faite tres rapidement.

1.1 Le code B(255,59) n’admet pas de mots de poids 59

Nous considérons les équations de Newton eq, pour 0 < r < n = 255, pour le code B(255, 59),
et pour le poids ¢ = 59. Nous voulons montrer qu’il n’existe pas de mots de code de poids

6.

D’apres la propriété de conjugaison des fonctions puissances symétriques, et en tenant
compte de I’ensemble de définition du code, les seules fonctions puissances symétriques in-
connues sont

A59; Aﬁla A63; A855 A87a A91; A957 Allla A1197 A1277
et puisque 255 et 59 sont premier entre eux, on peut supposer Asg = 1.
On aeqsg : 059 = Asg = 1, et les o; pour ¢ impair, 1 < ¢ < 59 sont nuls.

Les équations de Newton eq;, pour ¢ impair, 61 < ¢ < 119 nous fournissent un systeme
triangulaire linéaire donnant les o;, pour ¢ pair, 2 < 7 < 58 ce systeme est formé des 29
équations suivantes

eqsr : Ag1 +02=0
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eqes : Agz + Ag1og + 04 =0
eqes : Aezoa + Ag104 + 06 =0
eqer : Aezoq + Ag106 + 03 =0
eqey : Ag306 + Ag10g + 010 =0
eqri : Agzos + Ag1010 + 012 =0
eqrs @ Agzoio + Ag1o1a + 014 =0
eqrs © Agzorz + Agio + 016 =0
eqrr + Agzoia + Ag1o16 + 018 =0
eqry © Ag + Aezoie + Ag1o1s + 039 = 0
eqs1 : Agios + Agsoig + Ao + 020 = 0
eqss @ Agios+ Agsoag + A0 + 024 =0
eqss : Ass + Ag1os + Agsoas + Ag10as + 026 = 0
eqsr © Ast + As500 + Afjos + Agz0as + Ag1026 + 025 = 0
eqsy : Asr0a + Assou + Af1o10 + Ag30a6 + Ag10as + 030 = 0
eqor : Ag + As7oy + Agsog + Afios + Agsoas + Agi030 + 030 = 0
eqos : Agy + Agi0s + Agro6 + Assos + Afjo1a + Aszozo + Ag102 + 034 = 0
eqos : Ags + Agr02 + Agi04 + As7os + Agso10 + Afio16 + Aszozr + Agio3a + 036 = 0
eqor : Agsoz + Agrou + Ag106 + Aszo10 + Assor + Afjois + Agzoss + Agioss + 035 = 0
eqoy : Ags0u + Agro6 + Agi0s + As7o1s + Ass014 + Afj020 + Agzoss + Agioss + a9 = 0
eqior © Aos06 + Agr0s + Agi01g + Agro1a + Assois + Ag022 + Aszozs + A10a0 + 042 = 0
eqios 1+ Agsos + Agroi0 + Ag1012 + Agro16 + Assons + Afjoas + Aesoug + Ao
+044 =0
eqios 02 + Agsoig + Agroia + Agio1a + Agrois + Assoa + Ago2s + Assoas + Ag1ous
046 =0
eqror : Ag + 04+ Agso1n + A§7014 + Ag1016 + Agroao + Agso + Agéllfhs + Agzous
+Ag1046 + 048 = 0
eqioy : Agy + Agios + 06 + Agsory + Agr016 + Ag1018 + Asr0 + Assoas + Afios0 + Agsoug
+Ag1048 + 050 = 0
eqiin A+ A§102 + AS%CM + 05 + Ags016 + A§7018 + Ag1090 + Ag7094 + Ags o6 + Ag%032
+Ag3048 + A1050 + 052 = 0
eqiiz @ A11102 + Agyoa + Ajios + 010 + Agso1s + Agr020 + Ag1022 + As7096 + Ag50s
+AG o34 + Agsos0 + 1052 + 054 =0
eqiis @ A1104 + Ag o6 + Aios + 012 + Ags0ag + Agr0 + Ag1024 + As70s + As5030
+AG 036 + Ag3052 + Ag1054 + 056 =0
eqiir @ Agy + Ainog + Ag o5 + A1 010 4 014 + Ags022 + Agr0a4 + Agi1026 + Ag7030

+Ag5039 + AS%O'?;S + Ag3054 + Ag1056 + 058 =0
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eqilg : Ajig + Aégfh + Aji0s + A31010 + AS%UIZ + 016 + Ag5094 + A§7026 + Agy 098
+Agro30 + Ags034 + Ag%%o + Ag3056 + Ag1058 = 0

la résolution de ce systeme nous donne ’expression des o; en fonction des A;

oy = Ag

oy = A§1 + Ags

og = Al

oy = AgyAf + Al + A

o = Aq Al + A%

012 = AGy + Ag A + AG

o4 = Agl

016 = Agy + AGAg + AssAGy + A5,

o1y = AgiAgy + AfAGy + AG)

op = AGy+ AGy + AgyAgy + Asy A + Af Agy + Agy

o = A Ag + Ay

oas = Agy + Agy + AGyAg + AG AG + Ass Agt + Agt

Oy = Ags + Ag Ay + AZ AL + A

Oyg = Agr + ASTAZ + AP 4 AL+ AZAS 4 Ags AL + AfL

o3 = AgsAl + A

o3 = Agi + A87A61 + A + Ags + AgyAgy + Ags Agi + Ass Agt + Agh
O3 = Agg+ AgsAdy + AgsAgy + Ae1 Al + Ag Ady + A3 AgY + Agl
o35 1= Ags + Agy + Ag] + Agy + Agr AGy + A Afy + Agr Agy + AG Ay + ATTAG + Ag AG,

+ AL AL + Ags AgS + A2 A%, + Ag AR
038 — A85A61 + A21A83 + A4 AH + Al + A A?ﬂ

ow = Agtt + AR AG + AGAG + A Ay + AGAg) + Agy AG; + AGT Ay + Ags AT,
+Ag1 Ady + Agi Agy + AfL + Agh + AZY + Agr AL + Az Ag)

O42 = A85A63A§1 + A§7Af233 + A§7A§1 + A85A§3 + A85A21 + A23A21 + AgaAg + AglAga
+ A Agy + Agt + Af

Op = 1+ Agr AL Ag + Aes AgT + AZ + A8 + Al + Ags A%y + Ags Agy + Ag1 AS,
+A87A63 + A87A61 + Ag%Aga + AZ%AE:& + A23A21 + A Aéfli + AélAg?; + A63A20
+Ag; Ags

gue = AgsAfy Agy + A AGy + AR + Agr A + Ags Agy

oss 1= AgAfyAgy + A AG Agy + Aéz AGY + Agt? + AGY + ARy + AT+ Ags Agy + Agi Ay
+Agr AS) + Agr AgY + Agz AZT + Ags Agd + Ag  Agd + A2, A2 + AS A2,

os0 = Agy + AgsAg: + Agi Ags + Agg Agl + AZ Agy + Ags Al + Ags Agy A + Agr Ay Agy

FAZ + AGP + A Agy + Agr AG) + Ass Al
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o = Agy + AGy + AGAG + AGiAgy + AGAG; + Ags AG + Ags At + A Agt + A Agy
+AG AR + Ag Ags + AgsAgy + Ag) + Agy + AGY + Aos Agy Ay + Ao Ag; Agy
+Agr AL AR + Ags Agy + Agr Ags + ASTAZ 4+ Ags AS + Agr Ay + Agi AY) + A3y
+A1m

54 = AgrAg Agy + Ass At + Agi AG; + Agy Ags + Agy At + A + AgrAg) + Ag AG

56 1= AgiAfa AGy + Ags Afy AGy + Agy + Afy + AGE+ AGY + AR+ A AGy + AGTAG,
+AGt Agy + Ags Agt + Agi AGy + Agi AT + A Agy + AgiP Agy + AgHAGs + Agi Ags
+Aes Ags + AGy Ay + AgaAg) + A5 Ags + A Agi + Aea AG) + AG,

o5y 1= Ay Afs Agl + Ass Agy AGy + Agr Gy ARy + Agt + AgiPAGy + A Agy + Aai AY

FAZAL + AG A + AR+ AR + Ag Afg + Agy Ay + Agr Ay + Agr Agl
+A85A23 + A85Aé(15

Ces valeurs des o; sont remplacées par leurs valeurs dans les équations restantes. Apres

remplacement et développement, les équations sont triées par ordre croissant de taille, la
taille d'une équation étant égale au nombre de ses monomes, on obtient la liste suivante

180, 188, 196, 192, 186, 184, 204, 200, 190, 252, 189, 119, 178, 182, 187, 212, 121,
194, 208, 220, 236, 198, 125, 185, 244, 191, 193, 202, 248, 197, 216, 228, 224, 123,
133, 195, 129, 206, 232, 250, 240, 205, 137, 141, 201, 181, 183, 246, 254, 218, 127,
199, 210, 173, 179, 203, 157, 253, 131, 214, 177, 149, 171, 234, 249, 139, 145, 153,
222, 242, 230, 135, 251, 169, 238, 245, 155, 165, 213, 221, 209, 207, 237, 241, 217,
226, 147, 175, 161, 143, 243, 163, 151, 211, 167, 247, 233, 235, 219, 159, 229, 225,
239, 227, 215, 231, 223

Pour montrer 'inconsistance du systeme nous allons procéder comme suit

e nous examinons les équations une par une dans I’ordre donné ci-dessus, jusqu’a obtenir
une équation résoluble

e Aprés résolution d'une équation, nous recommencons l’examen depuis le debut de la
liste.
a chaque étape de la résolution, nous prenons en compte toutes les informations obte-
nues jusqu’alors

Montrons d’abord que Ag; # 0
Supposons que Ag; = 0. Alors
€q196 - A§5 =0 = Ags:=0,
€q208 - AS7 =0 = Agr: =0,

eqazs 0 1 =0,
donc Ag; # 0.
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Nous donnons ici, dans 'ordre de résolution, toutes les équations “résolubles” ainsi que
I'information que nous en tirons

eqiso : AB AgsAgs + Ags ASs + Ag Agy + AZ) + A3 AL+ AfSAgs + A As + A8 =0

= Agy = AgAssAgs + A Ass Ay + Agy Ast + Agy + AglTAZy + Ad Ass + A Ay,

€q196 - A35A21 + A§7A61A§3 + A§5A61Ag3 + A§7A21Aé3 + Ags + Aéi’lAgs + Aéi’gAé:a
+A(15:1)’0A§7 + A21A§5A§3 =0

= A95 = Aé%6A25 + A§?4A§7A63 + A§?4A85A23 + A87A§3 + A61A85A§3 + Ag%Aég)
+AGTAG + Ast A

€qi92 : Ag5:0 = Ags =10

€q200 - 1=0

1.2 Le code B(255,61) n’admet pas de mots de poids 61

Nous considérons les équations de Newton eq, pour 0 < r < n = 255, pour le code B(255,61),
et pour le poids 6 = 61. Nous voulons montrer qu’il n’existe pas de mots de code de poids

6.

D’apres la propriété de conjugaison des fonctions puissances symétriques, et en tenant
compte de I’ensemble de définition du code, les seules fonctions puissances symétriques in-
connues sont

Agr, Ags, Ass, Agr, Agr, Ags, Ainr, A, Aiar,
et puisque 255 et 61 sont premier entre eux, on peut supposer Ag; = 1.
On aeqs : 061 = Ag1 = 1, et les o; pour ¢ impair, 1 < ¢ < 61 sont nuls.
Les équations de Newton eg;, pour i impair, 63 < ¢ < 123 nous fournissent un systéme

triangulaire linéaire donnant les o;, pour ¢ pair, 2 < 7 < 60 ce systeme est formé des 30
équations suivantes

eqe3 : Agz+0o2=0

eqes : Agzoa+04 =0
eqer 1 Agz04+ 0 =0
eqsg : Agz06 + 05 =0

eqnn 1 Agz0s + 010 =0
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eqrs : Agzoi0 + 012 =0
eqrs : Agzoip + 014 =0
eqrr : Agzois + 016 = 0
eqrg : 1+ Agz016 + 015 =0
eqs1 : 02 + Agz01 + 020 =0
eqss : 04+ AgzTa + 092 =0
eqss : Ags + 06 + Agzoan + 094 =0
eqsr : Agr + Ags0y + 08 + Agz094 + 096 = 0
eqsg 1 Agrog + Ags0u + 010 + Ae3096 + 028 = 0
eqor : Agi + Agroy + Ags0s + 012 + Ae3098 + 030 = 0
eqos :© Agr + Agi0y + Agro6 + Ass0s + 014 + Agzo30 + 030 = 0
eqos :© Ags + Agroa + Ag10y + Agr0os + Agsoio + 016 + Agzoza + 034 =0
eqor : Ags0s + Agyo4 + Ag106 + Agr010 + As5012 + 018 + Agz03a + 036 = 0
eqoy : Ags0u + Agyo6 + Ag10s + Ag701s + As5o1s + 020 + Agz036 + 035 = 0
eqior : Agso6 + Agros + Agi010 + As7o1a + Assoie + 022 + Assozs + 049 =0
eqios : Ags0s + Agyo10 + Ag1012 + Agr016 + Asso1s + 0as + Agzoug + 042 = 0
eqios :© Agso10 + Agr012 + Agio1s + Agro1s + Ass0a9 + 026 + Ag30u2 + 04 = 0
eqior : Agy + Agsors + Agro1a + Agio16 + Asr0ag + A5 022 + 028 + Ag30us + 046 =0
eqiog : Ay + Agios + Agso1a + Agy016 + Ag101s + Agr0as + Assoas + 030 + Ag30ug
4048 =0
eqiii ¢ A+ Agoa + Adioy + Agsois + Agz01s + Agi0ag + Agr0as + Agsoag + 39
+Ag3048 + 050 =0
equiz : Ao + A§104 + AS%a@- + Ags 018 + A§702o + Ag1099 + Agr096 + Ags 09 + 034
+Ag3050 + 052 = 0
equis © Anios + Aél% + AS%O'S + Ags 090 + A§7022 + Agi094 + Agr098 + Ag5030 + 036
+Ag3052 + 054 = 0
eqiir © Agy + A0 + Ag s + Agio1o + Ags0an + Agzoas + Agi0as + Agros0 + Assosa
+038 + Ag3054 + 056 = 0
eqrig @ Ang + AgSos + Arios + Ag 010 + A 012 + Ags 021 + Agr026 + Agi0as + Ag703s
+Ag5034 + 040 + Ag3056 + 058 = 0
eqia1 : A1190s + Aoy + A111010 + Agy 012 + AGio1s + Ags026 + Agroas + Ag1030 + Agro34

+Ag5036 + 042 + Agzoss + 060 = 0

la résolution de ce systéme nous donne I'expression des o; en fonction des A;

09
04

06

= A63

2
A63

_ 3
A63
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s
010
012
014
O16
018
020
022
024
026
028
030
032
034
036
038
040
042
O44
O46
048
050
052
054
036

058

O —

= A§3

= A23

= A23

= Ag?)

= Ag?,

= 1+ A?B

= Aég

= A?j?, + Aéé

= Ags + Ag

= gy + Agy + Agg

1= Ags Afy + Ag

= Agy + Agr AL + Al + AL

= Ag, + AgsAgs + Ag

1= Ags + Ag1 AG; + Agr Ay + AGs + Ag;

= A Ay + Ass AGy + 1+ Agj

= AgsAZs + Ag1 Ags + Agr ASs + A + Ags + Ags

= Ag;Ags + Ags Ay + AZ

1= Ags Agy + Agi Ags + Agr AGy + Ag] + A

= AgrAfs + AssAgy + Agy + Ag

1= Agt + Ags Afy + Agi Ay + Agr Agy + Agy + Ay + AG

1= Agy + Agr Afy + Afy + Ass Ay + AG

= Ay + ATAL + Ags ASy + Agi Ags + Agr Ags + Ags + Agz Ay + A%

= Ay + ARy + AR+ Ay AGy + A Ags + Ass Ags

1= 1+ Agy + Agi Ags + Ag; + Ags Ags + Agi Agy + AgrAgs + AsaAgy + A AGy + Agg
= Ag Ay + Agt + AG; + AgrAgy + AfAss + Ass Ag

= A Agy + Ao + A + AT A + Ags Ags + Agr Agy + Asg AR + AZAG, + A3
Ags + Agy + Agr Ay + Ass Agg + Agg AGy + Agy Ags + Agr Agg + Ags + Ag3

Ces valeurs des o; sont remplacées par leurs valeurs dans les équations restantes. Apres
remplacement et développement les équations sont triées par ordre croissant de taille, la
taille d'une équation étant égale au nombre de ses monomes, on obtient la liste suivante

186, 190, 188, 194, 198, 192, 202, 123, 184, 189, 191, 196, 206, 254, 127, 195, 200,
210, 135, 193, 187, 199, 214, 125, 131, 204, 252, 197, 222, 203, 238, 129, 139, 208,
250, 143, 201, 218, 133, 137, 226, 230, 246, 248, 234, 185, 212, 242, 207, 141, 181,
216, 236, 244, 151, 183, 205, 220, 232, 147, 224, 159, 179, 211, 240, 149, 175, 155,
145, 157, 209, 173, 163, 167, 228, 153, 171, 215, 253, 251, 165, 169, 161, 177, 213,
223, 239, 247, 249, 243, 217, 235, 237, 245, 219, 221, 229, 231, 233, 227, 225, 241

Pour montrer 'inconsistance du systeme nous allons procéder comme suit
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e nous examinons les équations une par une dans I’ordre donné ci-dessus, jusqu’a obtenir
une équation résoluble

e Aprés résolution d’'une équation, nous recommencons l’examen depuis le debut de la

liste.
a chaque étape de la résolution, nous prenons en compte toutes les informations obte-

nues jusqu’alors

Nous donnons ici, dans I'ordre de résolution, toutes les équations “résolubles” ainsi que
I'information que nous en tirons

€qi86 - A§7 + A§5A23 + ASSA%% + Aé?Aés + AglAg?) + A§7Aég + Ag% + A35 =0

= Ags 1= Afy + AGAG + Ass Agy + Agr Asy + A Ay + Agr Agy + Ag

equss A Agy + A5 Ad + AL AL + AZ + AS AR + Aoy + Agr A%, + ASy + AgS
+A.]_27 — 0

= Aqar 1= AYAes + A5 Ady + Af ALy + A%y + A AL + Aot + Agr Ags + Al + Ag

€q194 : Ag5+1:0 = A857AO

€q198 : A85A§7 + Agg) =0 => A87 = A63A85

eqisr 1 1+ Agi Ags Ags + Ads Agi ASy + Ag Sy + A2y + Ags® + Agsl Ags + A A2,
FAG AR, + AGAGS + Afrg + A5 Ay + AG AR + Ag ARy + A AS
FAG AR + AR + A3 Ags + Agt AR + AGy + Ags A% + AZ A3 Agy
+AG; A3 Ags + AGy Ags Agy + Agy Agh + AG; ASs + A5 AG; + A5 A Ag
+AZ AR 4 AGS + Agr Ass + Aot Ah + A3 AR =0

S Ao = 1 ARAS + A A+ ARALR + ARALAL + A 4 A A AT
FARAL + AT AL + ATAL 4 A AL+ A% AR AR Ay + AL
+AYEAT + AL AB -+ AHALAL + AT + ABAA + A AT
SARAR ¢ AT APAL - A+ AGATA + A AL + AT A
FASIAR + A AL+ A + A + AR,
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eqiso ¢ Af Ags + Ag Ass Agy + Ao Afy + Aes AG, + Agy AGy + Ass A + AR AG
+Agy Ags Ags + Agy A5y + Agy Agh + Ag Afy + A A3 Ass + AZy + AgSP Aoy
+AG + Alny + Ao Ags + Ag  Ags + Ags® AG; + Ag Aes Ag; + Afs Ag
A AL 4 AR 4 A 4 A2 A0 4 AS AL AN 4 A2 Ay AT,
+AG Ags Ay + AG AZ Ags + Ags Agy Ay + Agz Ag Ags = 0

= A = AgAGAG + AGPAG + A Ags Ay + Agi Ass Agy” + AglPAG AT
+AGAgi Agy” + AgzAss + AGy + Agy® + Agy’ + Ags Agy + Agi gy
FASBBALBS Ags + AL Ag  Agd® + Ags A2 + A2 AL + A AST Ags + A3
+Agy Ags + Ass Agy + Agy’ Aoy + AG AR + AL Agy + AGAG + Agd
+AG Agy” + Agi AGS + AgT A + Agy® AgT® + AGAG) + Agy’ + A Agy”

€q199 : .aAgl,(li =0 = Ag1:=0

eqr3 : 1 =0

1.3 Le code B(511,123) n’admet pas de mots de poids 123

Nous ne donnerons pas ici une preuve complete, seulement les principales étapes menant a la
contradiction. Les indications que nous donnons sont suffisantes pour reconstituer la preuve.

Les o; peuvent étre tous obtenus en fonction des A;, nous supposons que cette opération
a été effectuée et que les substitutions correspondantes ont été faites dans les équations de
Newton. Nous commencons par montrer que Aj95 # 0, en effet si on suppose Aj95 = 0, alors

eqzos = Aqr =0,

puis
eqaie = Airs =0,

et
€(q492 : 1=0.
Voici dans les étapes de la résolution
€qsres = A187 =...

€Q388 — Algl =...

€q3g2 = A171 =...
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eqaos = Aqrsi=...
€qi12 = A125 =...
eqa20 + eqazgs = 1 =10

ce qui constitue la contradiction. O

2 Recherche d’idempotents

La recherche des idempotents dans un code a 1’aide des équations de Newton prend une
forme particulierement simple, car les fonctions symétriques élémentaires et les fonctions
puissances symétriques d'un idempotent sont dans [§.

Nous procéderons comme suit pour la résolution
1. on écrit les équations de Newton pour le poids considéré,

2. on prend en compte les propriétés du code B(n,¢), c’est-a~dire o; = 0 pour i < 6
impair, et A; =0 pour 0 < 7 < 6,

3. J l'ensemble des minima des classes cyclotomiques, on élimine tous les A; sauf pour
1€ J,

4. on pose Ag = w mod 2 et si pged(n,d) =1, As =1,
5. on résoud le systeme inversible donné par la proposition I1.9 ou la proposition I1.10,

6. le systeme résultant a pour seules indéterminées les A; pour ¢ € J, et est polynomial
de degré 1 en chacun des A;,

7. pour les 8 premiers A;, on essaie toutes les valeurs possibles, nous avons donc 256
systemes a résoudre.

Chacun de ces 256 systemes peut étre résolu en un temps relativement court, dans la plupart
des cas le systeme est inconsistant, et la contradiction apparait alors rapidement, c’est-a-dire
dans un temps de l'ordre de la dizaine de secondes. Chaque fois que le systéme trouve une
solution ce qui prend un temps de 'ordre de la minute, il reste & vérifier que o(z)]2" < 1.

La méthode utilisée pour la recherche des solutions peut sembler peu adaptée pour ré-
soudre des équations algébriques. Cependant il faut préciser que la recherche de contradic-
tion dans les équations de Newton est possible sans relations supplémentaires, car en général
I’inconsistance apparait rapidement et ne nécessite pas la totalité du systeme. La recherche
d’une solution particuliere demande en revanche la résolution du systeme dans sa totalité,
ce qui demande un espace mémoire tres important en longueur 511.

Le compromis temps/mémoire que nous avons utilisé a été choisi empiriquement, apres
plusieurs essais, et nous a semblé étre le meilleur pour la longueur 511.



Annexe B

Mise en ceuvre de I’algorithme
d’Euclide étendu en MAPLE et en C

1 Les problemes posés

1.1 Les calculs dans les corps finis

Le décodage des codes BCH par 'algorithme d’Euclide nécessite des calculs dans une ex-
tension de corps fini, cette extension sera celle dans laquelle le polynome générateur est
entierement scindé, si par exemple le code défini sur [fl est tel que n = ¢™ <1 avec ¢ = p',
'extension devra étre de degré r x m sur le corps premier .

En général les librairies des langages de programmation et des systemes de calcul formel
ne prévoient pas le calcul dans les extensions de corps finis (sauf Scratchpad avec quelques
aménagements cf. [3]), or ces calculs posent certains problémes algorithmiques:

(i) 1l faut, pour pouvoir définir I'extension, disposer d'un polynéme irréductible primitif de
degré convenable.

(ii) Il faut ensuite choisir une représentation des éléments du corps. Soit « une racine pri-
mitive du corps:

e on peut choisir de représenter les éléments du corps comme des puissances de
a, c’est-a-dire en fait que I'on utilise le logarithme en base «, la multiplication
est alors tres simple, puisqu’il s’agit simplement d’une addition modulaire des
exposants. L’addition par contre est difficile, il faut résoudre I’équation: of =

a' 4+ o, or cette équation est d'une grande complexité algorithmique.

e la seconde solution consiste a représenter les éléments du corps comme des poly-
nomes en « de degré inférieur au degré de I’extension. Les opérations élémentaires
sur le corps deviennent alors une addition modulaire de polynomes pour I'addition,
et une division modulaire de polynomes pour la multiplication.

(iii) Enfin, il faudra que les opérations élémentaires puissent étre effectuées rapidement.
Dans le cadre de ce travail il n’est pas nécessaire de pouvoir utiliser de grand corps,
nous nous sommes donc intéressé a des corps de cardinal relativement faible.

161
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1.2 L’algorithmique

La mise en ceuvre de 'algorithme d’Euclide pour le décodage des codes BCH demande es-
senciellement 3 fonctions en plus des opérations élémentaires: la division de deux polynomes,
I’évaluation d'un polynome en un élément du corps et le calcul des racines d’'un polynome.
Nous discuterons des problemes et des choix algorithmiques faits pour ces fonctions dans les
sections suivantes.

2 Mise en ceuvre en ('

Pour la mise en ceuvre en C' de 'algorithme d’Euclide pour le décodage des codes de Reed-
Solomon, nous avons choisi de représenter les éléments du corps par leur logarithme discret
en base «, oll « est un élément générateur du groupe multiplicatif du corps étendu, plus
précisement, nous avons utilisé la convention suivante: “0” représente le zéro du corps, “1”
Punité et “i” 1I’dlément a’~!. Ceci nous permet d’obtenir une opération de multiplication
simple:
] x [j] = { [((ie1)+(jel) mod (g&1))+1] sii#0etj#0
0] sinon
Pour I’addition nous avons choisi d’utiliser le logarithme de Zech Z défini pour tout entier
n par:
1+a" =a?™

I’addition de o' et o/ sécrit alors:
o' + o = (1 +ad7h) = o200

donc:
i+ ] = { 5%2 &1) 4+ Z(j ©i) mod (g 1)) + 1] iirfof 0

Il suffit donc de mettre en table la fonction Z, pour obtenir des opérations élémentaires
rapides.

Le calcul des racines d'un polynome dans [ff est effectué par examen successif de tous les
éléments du corps, cela n’a bien sur été possible que parceque nous nous sommes limités a des
corps de petite taille, et nécessite bien entendu une opération d’évaluation d’un polynoéme
en un élément du corps rapide.

Pour I’évaluation d’un polynome nous avons utilisé en C l’algorithme de Horner qui
permet, d’évaluer un polynome de degré d en d additions et d multiplications

La mise en table du logarithme de Zech ainsi que ces choix algorithmiques nous ont permis
d’obtenir en C' un décodage relativement rapide, c’est-a-dire par exemple pour le code de
Reed-Solomon de longueur 15 et de dimension 7 le décodage d’un mot de code prend environ
1/100'*™€ de seconde, et pour le code RS(255,223) environ 1/2 seconde. Ces calculs ont été
effectués sur une station de travail SUN 3/60 12Mo.
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3 Mise en ccuvre en MAPLE

3.1 Les choix

Nous avons choisi, pour MAPLE de représenter les éléments d'une extension d’un corps fini
premier par des polynomes ayant pour indéterminée un élément primitif ¢ de I’extension.
La principale motivation de ce choix est que les polynomes sont des objets tres adaptés au
langage MAPLE. Nous générons cependant la table des logarithmes des élément du corps,
ainsi que la table des puissances de a, cela nous limite a des corps de petite taille (jusqu’a
56 en pratique), mais était necessaire pour obtenir des temps de calcul raisonnables.

l’addition: ’addition de deux éléments du corps se ramene a une addition de polynomes
suivie d’'un modulo.

la multiplication il faut multiplier les deux polynomes en a puis calculer le reste du polynome
produit par le polynome générateur du corps. En pratique, pour des raisons d’efficacité
nous effectuons le produit des polynomes dans le corps de base puis substituons aux
monomes de degré trop elevé leur valeur dans le corps. par exemple pour [fg: défini
avec le polynome a* + a + 1:

(@®+a)a®>+a+1) = d®+a*+2d®+a’+a
= (a®>+a)+(a+1)+2a®+0a®>+a
= 2a°+2a*+3a+1
= a+ 1.

le calcul des racines d’un polynome comme dans notre mise en ceuvre en C nous calculons
les racines d’un polynome par examen de tous les éléments du corps.

évaluation d’un polynome nous n’avons pas utilisé ici l'algorithme de Horner, nous avons
préféré une autre méthode qui utilise mieux les possibilités de MAPLFE: les opérations
d’expansion d’un polynome et de substitution d’une indéterminée sont ecrites en C et
compilées, donc extremement rapides, le probleme se ramenait donc essentiellement,
apres avoir substitué a l'indéterminée une puissance de a, a la la réduction d’un poly-
nome de degré élevé en a en un polynome de degré inférieur au degré de ’extension.
Cette opération est effectuée par la fonction rat, qui transforme le monome de plus
haut degré d'un polynéme en a en un polynome de degré convenable, et se rappelle
recursivement.

3.2 Le module “corps-finis”

Une description des fonctions les plus importantes de ce module est donnée en section 3.3.
L’initialisation d’une extension de corps premier se fait par ’appel a la fonction GF, dont
I’argument sera le cardinal du corps. La variable a est reservée pour représenter un élément
générateur du corps. Le polynome servant a définir le corps n’est pas calculé, et doit donc étre
fourni par I'utilisateur, soit en ’ajoutant au fichier “Primitif” directement dans les sources,
soit en utilisant la fonction Primitif au cours d’une session, ceci devra de toute facon étre
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fait avant 'appel a GF. Le polynome générateur du corps est stoqué dans la variable tellrat.
Nous noterons [ le corps premier et [f 'extension (on a ¢ = p™).

L’initialisation du corps peut étre longue puisque c’est au cours de cette étape que sera
calculée la table des logarithmes. Cependant, ce calcul ne sera effectué q'une seule fois car
la table est sauvée dans un fichier dans les librairies. A titre d’exemple, l'initialisation du
corps o4 prends la premiere fois environ 13 secondes et 3 secondes les fois suivantes.

Les fonctions du module sont sommairement décrites plus bas, nous nous contente-
rons de décrire un peu plus en détail la fonction rat qui réduit une fraction rationnelle
de Q(a,z1,...,x,), en un élément de [f(z,,...,x,). rat se rappelle pour le numérateur et le
dénominateur, puis pour chacun de ces polynomes, elle s’appelle récursivement en réduisant
a chaque fois le nombre d’indéterminée jusqu’a obtenir un polynome en a. Ce polynome en
a est a son tour réduit en remplacant successivement le monome de plus haut degré en a en
un polynome de degré convenable en utilisant la table des puissances de a qui est calculée
a l'initialisation du corps. La fonction rat représente les éléments du corps par des poly-
nomes de degré inférieur au degré de I'extension, le module possede également la fonction
rexp qui remplit la méme fonction que rat, mais représente les éléments du corps comme des
puissances de a.

En plus des fonctions necessaires a la mise en ceuvre de ’algorithme d’Fuclide, nous avons
complété ce module avec les fonctions suivantes:

le calcul du pged de deux polynémes a une indéterminée
la factorisation d’un polynome a une indéterminée

le calcul du polynome minimal d’un élément du corps

le calcul de la classe cyclotomique d'un élément du corps
le calcul de 'ordre d'un élément du corps

La factorisation utilise I’algorithme de Berlekamp, et n’est donc utilisable que pour de
petits corps.

Le calcul du polynéme minimal utilise I'algorithme suivant:
soit p = resultant(x e, tellrat, a) le résultant des polynomes x <e (ot e € [f) et tellrat (le
polynéme générateur du corps) par rapport a la variable a, calculé dans [f[z] (on considere
e € [la] ,alors le polynome minimal de e est le plus grand diviseur de p n’ayant aucun
facteur multiple.
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3.3 Documentation du module corps-fini en MAPLE
FONCTION : GF

APPEL : GF(q);

ARGUMENTS : q — puissance de premier . q=p"

DESCRIPTION :

Affecte a la variable tellrat la valeur d’un polynome générateur du corps de base.
Ce polynome est défini par ’appel Primitif(p,r).

L’indéterminée de ce polynome est a qui représente un élément générateur du
corps ayant tellrat comme polynome minimal.

Le degré de tellrat est égal a r.

La variable a est réservée pour toute la suite, et ne doit donc pas étre affectée.
Affecte a la variable Modulus la caractéristique du corps.

Affecte a la variable argGF le cardinal du corps (= ¢).

ATTENTION, la fonction Primitif, qui renvoie un polynome irreductible primitif
n’effectue aucun calcul et prend en fait ses valeur dans une table qu’il convient
de compléter le cas échéant.

EXEMPLES

GF(16);

2,a* +a+1,16
GF(27);

3,a® + 2a + 1,27

VOIR AUSSI : Primitif, algebraic, rat, rexp.
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FONCTION : Primitif

APPEL : Primitif(p, m);

ARGUMENTS : p un nombre premier, m un entier positif.
DESCRIPTION

e Primitif est une table qui contient des polyndmes irreductibles primitifs, I’appel
Primitif(p, m); retourne un polynoéme en a ou bien n’est pas évalué.

e sil’on désire faire des calculs dans une extension de degré m d’un corps fini premier
¥, et que Primitif(p, m) n’est pas défini, il faut affecter & Primitif(p, m) la va-
leur d’un polynéme irréductible primitif p(a): Primitif(p, m) := p(a); (attention
il est nécessaire d’utiliser I'indéterminée a)

e Si 'on désire ajouter un polynome définitivement, on peut ajouter la ligne cor-
respondante dans le fichier source Primitif.

EXEMPLES
e Primitif(2,4);
a*+a+1

Primitif(5,2);
Primitif(5,2)

Primitif(5,2) := a®> + a + 1;
Primitif(5,2) :=a*> +a+ 1

Primitif(5,2);
a>+a+1

Primitif(2,4) := a* +a® + 1;
Primitif(2,4) == a* +a® + 1

Primitif(2,4);
a*+a®+1

VOIR AUSSI : GF.
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FONCTION : rat
APPEL : rat(p);

ARGUMENTS : p est un polynome ou une fraction rationnelle a coefficients dans le corps
defini par GF.

DESCRIPTION

e Transforme une fraction rationnelle quelconque (avec un nombre arbitraire d’in-
déterminées ) en une fraction rationnelle & coefficients dans [f.

e Les éléments du corps sont représentés comme des polynoémes en a de degré infé-
rieur au degré de tellrat.

EXEMPLES :
o GF(16);
2,a* +a+1,16
e rat(3a*x® +a” +1);
(a+ 1)z +a*+a

VOIR AUSSI : rexp, algebraic.
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FONCTION : rexp
APPEL : rexp(p);

ARGUMENTS : p est un polynome ou une fraction rationnelle a coefficients dans le corps
defini par GF.

DESCRIPTION

e Transforme une fraction rationnelle quelconque (avec un nombre arbitraire d’in-
déterminées ) en une fraction rationnelle & coefficients dans [f.

e Les éléments du corps sont représentés comme des puissances de a.

EXEMPLES
o« GF(16);
2,a* +a+1,16
e rexp(3atz® +a’ +1);
az? + a’

VOIR AUSSI : rat, algebraic.
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FONCTION : algebraic
APPEL : algebraic();

ARGUMENTS : sans argument la fonction utilisée pour I’évaluation sera rat, si un argument
est fourni (quelconque) alors cette fonction sera rezxp.

DESCRIPTION :

e Cette fonction crée un nouvel environnement dans lequel la fonction rexp (ou rat)
est appliquée au résultat de chaque évaluation.

e Le mot-clé “off” permet de quitter ce mode d’évaluation.

VOIR AUSSI : rexp, rat.
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FONCTION : Log
APPEL : Log(z);
ARGUMENTS : x un élément du corps - i.e. un polynome en a.

DESCRIPTION : Calcule le logarithme de z en base a.

EXEMPLES
o GF(16);
2,a* +a+1,16
e Log(l+ a);
4
e Log(a'");
2

FONCTION : inverse
APPEL : inverse(z);
ARGUMENTS : x un élément quelconque du corps.

DESCRIPTION : calcule 'inverse de z.
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FONCTION : erem,equo

. ! I\.
AppEL - €rem(pisp2); ou ‘fT@m(Pl’p% q,“),
equo(py, p2); ou equo(py, pa,' Te’);

ARGUMENTS : p; et py sont des polynomes a coefficients dans le corps [, les arguments
qu et re sont optionnels et doivent étre des variables non-affectées.

DESCRIPTION

e la fonction erem retourne le reste de la division de p; par ps, la fonction equo
retourne le quotient de la division de p; par ps.

e si un troisieme argument est fourni a erem ou equo, les valeur du quotient et du
reste seront assignées respectivement a qu et a re.

EXEMPLES
o GF(16);
2,a* +a+1,16
o cquo(z? +ax +a’>+1,x +a®+a+1);
r+a®+1
e ecrem(z? +ar+a’>+ 1, x+a®+a+ 1/ qu');
a®+1
® qu;
r+a®+1
VOIR AUSSI : eged, efactor.
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FONCTION : eged
APPEL : egcd(p1, p2);
ARGUMENTS : p, et py sont des polynomes a coefficients dans le corps [f.

DESCRIPTION : egcd retourne le plus grand commun diviseur des polynomes p; et po
calculé dans le corps [f.

EXEMPLES
o GF(16);
2,a*+a+1,16
o cged(z? + (a®> + a+ 1)z + d® + a®, x + a?);
T+ a?

VOIR AUSSI : erem, equo, efactor.

FONCTION : efactor
APPEL : efactor(p);
ARGUMENTS : p est un polynome & une indeterminée a coefficients dans le corps [f,

DESCRIPTION : efactor factorise le polynéme p dans le corps [f par algorithme de Ber-
lekamp. ATTENTION cet algorithme n’est utilisable que pour des corps de petit
cardinal.

EXEMPLES
e GF(16);
2,a* +a+1,16
e efactor(z® + (a* +a+ 1)2? + (a® + a®> + a)z + a?)
(z+1)(z + a)(z + a?)
VOIR AUSSI : erem, equo, egcd.
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FONCTION : pmin
APPEL : pmin(e, z);
ARGUMENTS : e un élément du corps [f, z une indeterminée.

DESCRIPTION : retourne le polynéme minimal de e dans le corps premier [, 'indéterminée
du polynome sera x.

EXEMPLES
o GF(16);
2,a* +a+1,16
e pmin(a,z);
o +1

VOIR AUSSI : classecycl.

FONCTION : classecycl
APPEL : classecycl(i);
ARGUMENTS : i un entier modulo argGF <1.

DESCRIPTION : retourne I’ensemble des logarithmes des éléments de la classe cyclotomique

de a'.
EXEMPLES
o GF(16);
2,a* +a+1,16
e classecycl(3);
3,6,9,12

VOIR AUSSI : pmin.
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FONCTION : RS
APPEL : RS(n,k,l); ou RS(n,k,p); ou RS(n,k,l,1); ou RS(n,k,p,1);

ARGUMENTS : n,k la longueur et la dimension du code de Reed-Solomon, [ une liste (de
longueur k), p un polynome de degré inférieur ou egal a k < 1.

DESCRIPTION

e la fonction RS code avec le code de Reed-Solomon de longueur n et de dimension
k la liste ou le polynome donné en troisieme argument et retourne le résultat sous
le méme format.

e si un quatriéme argument est fourni (optionnel et quelconque), les éléments du
corps dans le résultat seront exprimés sous forme d’une puissance de 1’élément
primitif a.

EXEMPLES
o« GF(16);
2,a* +a+1,16
e RS(15,7, 2+ a);

2 +ar®+ (A +a)z"+ (@®+a+1)28 +azt + (a®+ a® +a+ 1)2* + (a® + a® +
Da?+ (@*+a®+a+ 1)z +a*+a+1

e RS(15,7,[a,1,0,0,0,0,0], 1);
[a'f, a'? a'3 a'? a,0,a'? 4% a,1,0,0,0,0,0]

VOIR AUSSI : genpRS, decRS.
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FONCTION : genpRS
APPEL : genpRS(n,k);
ARGUMENTS : n entier inférieur strictement a argGF', k entier inférieur strictement a n.

DESCRIPTION : retourne un polynéme générateur d’un code de Reed-Solomon de longueur
n et de dimension k.

VOIR AUSSI : RS, decRS.

FONCTION : decRS
APPEL : decRS(n, k,p, 2);
ARGUMENTS : n,k entiers, p un polynéme de F,[z] de degré inférieur ou égal a n <1.

DESCRIPTION : décode si possible le polynome p comme un élément du code de Reed-
Solomon de longueur n et de dimension k.

EXEMPLES :
o GF(16);
2,0 +a+1,16
e decRS(15,11,z + 1, 2);
0

VOIR AUSSI : RS, genpRS.
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Annexe C

Mise en ceuvre du décodage des codes
produit

La mise en ceuvre du décodage des codes produit est relativement aisée, en effet celle-ci
s’avere économique tant au niveau de la taille des programmes que de la quantité de mémoire
nécessaire.

On fera dans cette annexe deux hypotheses

1. les codes composants sont égaux, de parametres (n, k, d),
2. on corrige les erreurs seules.

D’autre part nous ne décrirons ici que ’algorithme le plus performant que nous ayons
utilisé pour nos simulations, que nous appellerons algorithme de Reddy-Robinson itératif.

1 Description de I’algorithme de Reddy-Robinson ité-
ratif

Soit le code produit C = C'(n, k,d) ® C(n, k,d). On pose

Soit ¢ un algorithme de décodage d’erreur et d’effacement de C'.

1.1 Algorithme de Reddy-Robinson étendu
Soit une matrice M € M,(n,n). Soit ¢;, i € {0,...,n <1} sa i-ieme colonne. On définit
1. Les entiers w;

du(ci, ¢(ci) sidg(ci, d(c;) <
c;) >

d .
Vi, 0<i<n&l, w; = 2 si dp(c;, o(c;)
ou

si le décodage de c; a échoué

VIISHNT IS

177
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2. La fonction Wy (x)

Vy = (o, yn-1) € ", Vx = (20,...,20-1) € ",

n—1

Wy(x) = > Wilw),

i=0
avec
) ) w; siz;, =v;
Vi, 0 <i<n<el, Wl(xz):{ ! Lt = i
d <w; sinon

3. Les décodeurs ¢;
Vi€ {0,1,....t,00}, ¢;(y) = (y;),

ou y; est le vecteur y dans lequel on a remplacé par un effacement toutes les positions
1 telles que w; > 7.

Algorithme A (Reddy-Robinson étendu) Soit M € M (n,n),

Etape 1. On décode les colonnes de M a l’aide de ¢.

On peut alors définir les w;, les décodeurs v, et les fonctions Wy
Etape 2. On remplace les valeurs décodées dans M.

Etape 3. On effectue ensuite pour chaque ligne les t + 2 décodages d’erreur et
d’effacement ¢y, ..., O, Ooo-

Etape 4. Pour chaque ligne 'y, on choisit parmi les ¢; qui aboutissent a un mot
de C l'un de ceuz réalisant le minimum de Wy (¢;(y)).

Etape 5. On remplace, s’il y a lieu, dans M les lignes ainsi obtenues et
I’algorithme retourne M.

Les étapes 3 a 5 de cet algorithme nous permettent de définir un algorithme que nous
appellerons également, par abus de langage, algorithme de Reddy-Robinson étendu et que
nous noterons .

Algorithme A; Soient M € My(n,n) et wy,...,w,_q € {0,...,t,9},

Etape 0. On définit les décodeurs v;, et les fonctions Wy a partir des w.

Etape 3. On effectue ensuite pour chaque ligne les t + 2 décodages d’erreur et
d’effacement ¢y, . .., O, G-

Etape 4. Pour chaque ligne y, on choisit parmi les ¢; qui aboutissent a un mot
de C l'un de ceuz réalisant le minimum de Wy (¢;(y)).

Etape 5. On remplace, sl y a lieu, dans M les lignes ainsi obtenues et
I’algorithme retourne M.
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1.2 Algorithme de Reddy-Robinson itératif

Soit 1 'algorithme défini par A;. L’algorithme de Reddy-Robinson itératif est défini comme
suit :

Algorithme Ag Soit M € My(n,n),

Etape 1. On décode les colonnes de M a l’aide de ¢.

Etape 2. on calcule les w; et on remplace les valeurs décodées dans M .
Etape 3. M' := (M, wq, ..., wy_1).

Etape 4. $i M' € C < SUCCES.

Etape 5. Si le nombre d’itérations est superieur ou égal a MAX ou si M =
M' &— ECHEC.

Etape 6. On affecte a w; la distance de Hamming entre la i-iéme ligne de M et
la i-iéme ligne de M'.

Etape 7. M := transpose(M').

Etape 8. & Etape 3.

On notera que cet algorithme possede un parametre : MAX, qui est le nombre maximal
d’itérations effectuées.

Remarque C.1

1. On peut déterminer a peu de frais une borne supérieure pratique du nombre d’itérations
en cas de décodage correct du motif. Cette borne supérieure constituerait une bonne
valeur pour le parametre MAX.

En effet, on peut supposer, si le motif est corrigible, qu’a chaque itération ['une au
moins des lignes va étre correctement corrigée, et pour la premiére fois. C’est-a-dire
qu’on aura alors au plus 2n itérations.

2. Ce parameétre permet également de limiter la complexité du décodage, mais en dimi-
nuant les performances.

2 Programme en C

#include <stdio.h>
#tdefine CARD 16

static int somme [CARD] [CARD] = {
{o0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 153},
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{1, o0, 5, 9, 15, 2, 11, 14, 10, 3, 8, 6, 13, 12, 7, A4},
{2, 5, 0, 6,10, 1, 3, 12, 15, 11, 4, 9, 7, 14, 13, 8},
{38, 9, 6, 0, 7,11, 2, 4,613, 1, 12, 5, 10, 8, 15, 14},
{ 4, 15, 10, 7, o0, 8, 12, 3, b5, 14, 2, 13, 6, 11, 9, 1},
{5, 2, 1, 11, 8, 0, 9, 13, 4, 6, 15, 3, 14, 7, 12, 10},
{6, 11, , 2, 12, 9, o0, 10, 14, 5, 7, 1, 4, 15, 8, 13},
{7, 14, 12, 4, 3, 13, 10, o0, 11, 15, 6, 8, 2, 5, 1, 9},
{8, 10, 15, 13, 5, 4, 14,6 11, o0, 12, 1, 7, 9, 3, 6, 2},
{9, 3, 11, 1, 14, 6, 5, 15, 12, o0, 13, 2, 8, 10, 4, 7},
{10, 8, 4, 12, 2, 15, 7, 6, 1, 13, 0, 14, 3, 9, 11, 5},
{11, 6, 9, 5,13, 3, 1, 8, 7, 2,14, 0, 15, 4, 10, 12},
{12, 13, 7, 10, 6, 14, 4, 2, 9, 8, 3, 15, , 1, 5, 11},
{13, 12, 14, 8, 11, 7, 15, 5, 3, 10, 9, 4, 1, 0, 2, 6},
{14, 7, 13, 15, 9, 12, 8, 1, 6, 4, 11, 10, 5, 2, 0, 3},
{15, 4, 8, 14, 1, 10, 13, 9, 2, 7, 5, 12, 11, 6, 3, 0}
};
static int produit[CARD] [CARD] = {
{0, 0, 0, o0, 0, O, O, O, O, O, O, O, O, O, O, O},
{o, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15},
{0, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 1},
{0, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 1, 2},
{0, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 1, 2, 3},
{0, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 1, 2, 3, 4},
{0, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 1, 2, 3, 4, 5},
{o0, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 1, 2, 3, 4, 5, 6},
{o0, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 1, 2, 3, 4, 5, 6, T},
{o0, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},
{o0, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9},
{o0, 11, 12, 13, 14, 15, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},
{o0, 12, 13, 14, 15, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11},
{o0, 13, 14, 15, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12},
{0, 14, 15, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13},
{0, 15, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14}

};

#define TRUE 1
#define FALSE O
#define NOMOD 2
#define ERONE 3
#define LON 14
#define DIM 7
#define DMIN 8
#define B 0
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#define NB_ITER 2xLON

main(argc,argv)

int argc;
char **argv;

FILE *fichier;
char nom_du_fichier[80];

int 1i,j,poids_erreur,debut,fin,succes,essai,cpt,res;
int mat [LON] [LON] ,matorig[LON] [LON],w[LON];

int decoder();

float resultat;

void creermat(),copie(),transposer();

debut = atoi(argv[1]);
fin = atoi(argv[2]);
cpt = atoi(argv[3]);

strcpy(nom_du_fichier,"r");
strcat(nom_du_fichier,argv[1]);

strcat(nom_du_fichier,"-");
strcat(nom_du_fichier,argv([2]);
strcat(nom_du_fichier,"_");

strcat(nom_du_fichier,argv[3]);
fichier = fopen(nom_du_fichier,"w");

fprintf(fichier,"Code produit sur GF(%d) de parametres (d,%d,%d)\n"
,CARD,LON*LON,DIM*DIM,DMIN*DMIN) ;
fprintf(fichier
,"Code composant = code BCH sur GF(%d) de parametres (%d,%d,%d)\n"
,CARD,LON,DIM,DMIN) ;
fprintf (fichier,"\tzeros du code = ");
for(i=B ; i<B+DMIN-1 ; ++i)
fprintf (fichier,"%-4.1d4",i);
fprintf(fichier,"\n\n");
fflush(fichier);
for(poids_erreur=debut ; poids_erreur<=fin ; ++poids_erreur) {
succes=0;

essai=0;
for(i=0 ; i<cpt ; ++i) {
++essai;

creermat(mat,poids_erreur);
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copie(matorig,mat,LON*LON) ;

for(j=0 ; j<LON ; ++j) {
w[j]l = 2+dec_li(mat[j],0,0);

}

transposer(mat) ;

if (egal(mat,0,LON*LON)==TRUE) {
++succes;
break;

}

for(j=0 ; j<NB_ITER ; ++j) {
res = decoder(mat,w);
if (res==TRUE) {

++succes;
break;

}

else if (res==NOMOD) {
break;

}

else if(res==ERRONE) {
fprintf(fichier,"mauvais decodage\n");
imprimer (mat,LON,fichier);
imprimer (matorig,LON,fichier);
break;

}
resultat = (float) succes / essai;
fprintf(fichier,"nombre d’essais:\t%d\n",cpt);
fprintf(fichier,"poids de 1’erreur:\t%d\n%f\n",poids_erreur,resultat);
fflush(fichier);
}

void creermat(mat,poids)
int mat[] [LON],poids;
{
int m[LON*LON];
void initialiser(),modifier(),copie();

copie(mat,0,LON*LON) ;
initialiser(m);
modifier(mat,m,poids);
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void modifier(mat,m,poids)
int mat[] [LON];
int m[],poids;

{
int 1i,j;
for (i=LON*LON ; poids>0 ; --poids)
{
j=random()%i--;
mat [(m[j1/L0ON)] [(m[j]%LON)]=(random()%(CARD-1))+1;
m[jl=m[il;
}
}
void initialiser(m)
int m[];
{
int i;

for(i=0 ; i<LON*LON ; ++i)
m[il=1i;

3

void transposer(mat)
int mat[] [LON];
{

int x;

int 1i,j;

for(i=1 ; i<LON ; ++i)
for(j=0 ; j<i ; ++j) {

x=mat [i] [j];

mat [i] [j1=mat [j1[i];

mat [j] [1]=x;

int dec_li(mdc,eff,neff)
int mdc[],eff[],neff;

int inv,i,nberreurs,poids;

extern int nbdec;

int 1i[LON],sigma[LON],omega[LON],zeros [CARD];

int r[LON] [LON],u[LON] [LON],q[LON] [LON],aux [LON] [LON];
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int degre(),inverse(),evaluer(),prodaux(),eltcode(),calculsyndrome();
void copie(),diviser(),psomme(),pproduit(),prodscal();

if (neff>=DMIN)
return(-1);
nbdec++;
if (neff>0)
for(i=0 ; i<neff ; ++i)
mdc[eff[i]] = O;
poids = dist_H(mdc,0,LON);
if (2*poids+neff<DMIN) {
copie(mdc,0,LON);

return(poids);
}
nberreurs = 0;
copie(r,0,LON*LON) ;

if(calculsyndrome(r[1],mdc)!=0) {
if (neff>0) {

copie(omega,0,LON) ;

copie(sigma,r[1],LON);

for(i=0 ; i<neff ; ++i) {
omegal[l] = eff[i]+1;
pproduit(sigma,omega,r[1]);
r[1] [DMIN-1] = O;
copie(sigma,r[1],LON);

}
}
copie(1li,mdc,LON);
copie(q,0,LON*LON) ;
copie(u,0,LON*LON) ;
copie(aux,0,LON*LON) ;
copie(zeros,0,CARD);
r[0] [DMIN-1]=1;
ul1] [0]=1;
for(i=0 ; i<DMIN-1 ; ++i) {

if (degre(r[i+1] ,LON)<((DMIN+neff)/2))
break;

else {
copie(r[i+2],r[i],LON);
diviser(r[i],r[i+1],q[i],r[i+2]);
pproduit(qli],uli+1],aux[i]);
psomme (aux[i],ulil,uli+2]);

}
}
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if (uli+1]1[0]==0) {
return(-1);
}
inv=inverse(u[i+1] [0]);
copie(sigma,uli+1],LON);
prodscal(sigma,inv);
copie(omega,r[i+1] ,LON);
prodscal(omega,inv) ;
for(i=0 ; i<neff ; ++i)
zeros [eff[i]+1] = 1;
for(i=1 ; i<CARD ; ++i) {
if (evaluer(sigma,i)==0) {
inv = inverse(i);
if ((inv>LON) || (zeros[inv]!=0))
return(-1);
zeros[inv] = 1;
++nberreurs;
}
}
if (nberreurs<degre(sigma,LON))
return(-1);
for(i=1 ; i<=LON ; ++i) {
if(zeros[i] '=0)
1i[i-1]=somme[1i[i-1]] [produit [puissance(inverse(i),B)]
[produit[evaluer(omega,inverse(i))]
[inverse(prodaux(zeros,i))]1]1];
}
if (eltcode(1i)==TRUE) {
copie(mdc,1i,LON);
return(nberreurs) ;
}
else
return(-1);
}
else
return(0);

3

int calculsyndrome(s,1i)
int *s,*1i;

int i,mod;
int evaluer();
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mod=0;

for(i=0 ; i<DMIN-1 ; ++i) {

s[il=evaluer(1li,i+B+1);

if(s[i]'=0)
mod=1;
}
return(mod) ;
}
int prodaux(t,x)
int *t,x;
{
int i,r;

int inverse();

r=1;
for(i=1 ; i<=LON ; ++1i)
if (¢ [i]==1&&i!=x)

r=produit [r] [somme [1] [produit [inverse(x)]1[il]];

return(r) ;

int eltcode(mdc)
int *mdc;
{

int i;

for(i=1 ; i<=DMIN-1 ; ++i)

if (evaluer (mdc,i+B) !=0)
return(FALSE) ;
return(TRUE) ;

int decoder(mat,w)
int mat[] [LON],w[LON];
{

int r,i,j,p,decode,modif,meilleure_branche,sw,meilleur_score,score;

int ww[LON];

int res[(DMIN-1)/2+2] [LON] [LON];
int eff [(DMIN-1)/2+2] [LON] ,neff [(DMIN-1)/2+2];

int dec_1i();

void transposer(),copie(),imprimer();
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sw = 0;

for(i=0 ; i<LON ; ++i) {
if(w[1]<0)

w[i] = DMIN;
sw += wl[i];

}

decode = TRUE;
modif = FALSE;
for(r=0 ; r<(DMIN-1)/2+41 ; ++r) {
copie(res[r] ,mat,LON*LON) ;
for(i=0,neff[r]=0 ; i<LON ; ++i) {
if(wl[i]l>2*r)
eff[r] [neff[r]++] = i;
if (neff [r]>=DMIN)
break;
}
}
copie(res [(DMIN-1)/2+1] ,mat,LON*LON) ;
neff [(DMIN-1)/2+1] = 0;
for(i=0 ; i<LON ; ++i) {
meilleur_score = LON*LON;
meilleure_branche = -1;
for(r=(DMIN-1)/2+1 ; r™>=0 ; --r) {
p = dec_li(res[r] [i],eff[r],neff[r]);
if (p==0) {
meilleure_branche = r;
break;
}
else if(p>0) {
score = SW;
for(j=0 ; j<LON ; ++j) {
if(res([r] [1]1[j]1!=mat[i] [j]1) {
score += 2*x(DMIN-w[j]);

}

}

if (score<DMIN*DMIN) {
meilleure_branche = r;
break;

}

else if(score==sw) {
meilleure_branche = r;

break;

3

else if(score<meilleur_score) A
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meilleure_branche = r;
meilleur_score = score;

}

if(meilleure_branche>=0) {
wwl[i] = O;
for(j=0 ; j<LON ; ++j)

if (mat [1] [j]!=res[meilleure_branche] [i][j])

wwli] += 2;
if(ww[i]1>0) {
modif = TRUE;
if (ww[i]>DMIN)
ww[i] = DMIN;

copie(mat[i] ,res[meilleure_branche] [i],LON);

}
}
else {
ww[i] = DMIN;
decode = FALSE;
}
}
for(i=0 ; i<LON ; ++i) {
wli] = wwl[i];
}
transposer(mat) ;
if (modif==FALSE)
return(NOMOD) ;

if ((decode==TRUE) && (egal(mat,0,LON*LON)==FALSE)) {

for(i=0 ; i<LON ; ++i) {

if (eltcode(mat[i])==FALSE)

return(FALSE) ;

}
return (ERRONE) ;

3

return(decode) ;

void diviser(p,d,q,r)

int *p,*d,*q,*r; /*initialement p=r et q=0 */

{
int degd,degr,inv,i,j;

int degre(),inverse(),imp();
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degd=degre(d,LON) ;

degr=degre(r,LON);

if (degd>=0) {
inv=inverse(d[degd]l);

for(i=degr ; i>=degd ; --i) {
if (r[il==0)
else {
qli-degd]l=produit[r[i]] [inv];
r[i]=0;
for(j=i-1 ; j>=i-degd ; --j)
r[jl=somme[r[j]] [produit[q[i-degd]l] [d[degd-i+jl1]];
}
}
}
else
printf("erreur : division par 0\n");
}

void psomme(p,q,s)
int *p,*q,*s;
{
int i,deg;
int degre() ,max();

deg=max (degre(p,LON) ,degre(q,LON));
for(i=0 ; i<=deg ; ++i)
s[il=somme [p[il] [q[i]];
}

void pproduit(p,q,s)
int *p,*q,*s;
{
int 1i,j,degp,degq;
int degre();

degp=degre(p,LON) ;
degq=degre(q,LON) ;
for(i=0 ; i<=degp ; ++i)
for(j=0 ; j<=degq ; ++j)
s[i+jl=somme[s[i+j]1] [produit [p[il][q[j11];
}
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void prodscal(p,a)
int *p,a;
{

int i,deg;

int degre();

deg=degre(p,LON) ;
for(i=0 ; i<=deg ; ++i)
plil=produit[pl[il] [a];
}

int max(x,y)
int x,y;
{
if (x>y)
return(x) ;
return(y);

}

int inverse(x)
int x;
{

if (x==1)
return(1);

else
return(CARD+1-x) ;
}

int evaluer(p,x)
int *p,x;
{
int 1i,y,deg;
int puissance(),degre();

y=0;
deg=degre(p,LON) ;
for(i=0 ; i<=deg ; ++i)

y=somme [y] [produit [p[i]] [puissance(x,i)]];

return(y);

}

int puissance(x,i)
int x,1i;
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if(x==0]|x==1)
return(x);
return(((x-1)*i)%(CARD-1)+1);

void copie(x,y,taille)

int *x,*y,taille;

{
if (y==0)

for(; taille>0 ; --taille,++x)
*x = 0;
else

for(; taille>0 ; --taille,++x,++y)

*X = ky,

3

int degre(p,d)
int *p,d;
{

for(;d>0;--d)
if(pld-1]1'=0)

break;

return(d-1);

int egal(x,y,taille)
int *x,*y,taille;
{
if(y==0) {
for(; taille>0 ; --taille,++x)
if(xx != 0)
return(FALSE) ;
return(TRUE) ;
}
else {

for(; taille>0 ; --taille,++x,++y)

if(*X = *y)
return(FALSE) ;
return(TRUE) ;

3
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int dist_H(x,y,taille)
int *x,*y,taille;

{
int d;
d = 0;
if(y==0) {
for(; taille>0 ; --taille,++x)
if(xx != 0)
++d;
return(d);
}
else {
for(; taille>0 ; --taille,++x,++y)
if(*X = *y)
++d;
return(d) ;
}
}

int imprimer(mat,taille,stream)
int *mat,taille;

FILE *stream;

{

int i;

for(i=0 ; i<taille ; ++i,mat+=taille)
imp_li(mat,taille,stream);
fprintf(stream,"\n");
}

int imp_li(m,taille,stream)

int *m,taille;

FILE *stream;

{
for(; taille>0 ; --taille,++m)

fprintf(stream,"’%-4.1d",*m) ;
fprintf(stream,"\n");

}
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